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Préliminaire
Exposé en 2014, a la Cass Business School (aujourd’hui Bayes Business School)...

Getting into Bayesian Wizardry...
(with the eyes of a muggle actuary)

Arthur Charpentier

charpentier.arthur@ugam.ca

R in Insurance, London, July 2014
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Un tout petit peu d’histoire
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Incertitude, assurance et économie (un peu de provocation) |

indemnité X

»CEREE R R

souscripteur
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Incertitude, assurance et économie (un peu de provocation) Il

indemnité X

souscripteur

assureur

» pour le souscripteur, m < X (prix de réservation > )

n n
» pour l'assureur, X + ZX,- <7+ Zw; (les primes payent les sinistres)

i=1 i=1
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Incertitude, assurance et économie (un peu de provocation) Il

indemnité X

souscripteur assureur

» pour le souscripteur, m < X (prix de réservation > )

formellement, < est caractérisé par une utilité u et des croyances Qg

n n
» pour l'assureur, X + ZX,- <7+ Z?T,‘ (les primes payent les sinistres)
i=1 i=1
formellement, cette inégalité se traduit en espérance, ou en probabilité

n n
ou plutét en croyance, Qp, e.g. Qa <X + ZX,- <7+ Zﬂ;) = 90%

i=1 i=1
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Probabilités et variables aléatoires |

“Probability is the most important concept in modern science, especially as nobody
has the slightest notion what it means ", Russell (1929), cité par Bell (1945) et
Stevens (1951).
La base des probabilités et de |a statistique est |'espace probabiliste (2, F,P),

> () est un espace abstrait des “états de la nature”

> F est I'ensemble des parties de €2, A € F étant un événement

» P est une fonction F — [0, 1] vérifiant quelques propriétés
e.g. P(Q) = 1; pour des événements disjoints, une propriété d'additivité:
P(AU B) =P(A) + P(B); une propriété d'inclusion, si A C B, P(A) < P(B), que l'on
retrouve chez Cardano (1564) ou Bernoulli (1713), ou, pour des événements disjoints
Al oo A, ]P’(AlU---UA,,U---) :P(A1)+...+[P>(An)_|_... , chez
Kolmogorov (1933), inspiré par Lebesgue (1918), etc. Et dans ce cadre, on peut définir
des variables aléatoires

> X est une fonction 2 — R ou plus généralement 2 — X.
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Probabilités et variables aléatoires ||

On a des objets formels, mathématiquement bien définis, mais dans un contexte de
modélisation a-t-on un sens univoque d'interprétation du résultat du calcul ? cf “/a
probabilité est-elle inhérente a I'événement, ou a notre jugement 7" Martin (2009)

I existe de nombreux paradoxes philosophiques quand on parle de probabilité (et de
hasard), e.g. je lance une piéce de monnaie, qui retombe, hors de ma vue

» P(X = face) = P(X =pile) =1/2 7

» P(X =face) =1 ou P(X = pile) =17
Ou dans un contexte juridique “Look, the guy either did it or he didn't do it. If he did
then he is 100% guilty and if he didn’t then he is 0% guilty; so giving the chances of

guilt as a probability somewhere in between makes no sense and has no place in the
law ", cité dans Fenton and Neil (2018).

Voir aussi Hajek (2002) sur le sens philosophique de “probabilité”.
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Probabilités et variables aléatoires I
Comme le dit Martin (2009),

» “attribuer une signification objective a la probabilité qu'un événement se réalise,
7 7\ 7 7 - . N 1
c'est admettre que cet événement n'est pas nécessaire, autrement dit, qu'il n’est
pas intégralement déterminé,"

> “si on suppose un déterminisme intégral et universel, la probabilité ne saurait
recevoir qu’une signification subjective, et la probabilité dépend de notre
connaissance et de notre ignorance"

On attribue trop d'importance a cette probabilité P supposée objective.

La probabilité (mathématique) n'est pas née comme un concept bien défini entrant
dans le cadre d'un formalisme mathématique, mais comme un outil pour quantifier et
maitriser des situations d'incertitude, appliqué a la mesure de la probabilité de durée de
vie les tables de mortalité (en vue du calcul des rentes viageres), le calcul des risques
d’erreur (dans les opérations de mesure), |'étude de la probabilité des témoignages et
des jugements, etc.
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Probabilités et variables aléatoires IV
"la théorie des probabilités n'est au fond que le bon sens réduit au calcul : elle fait
apprécier avec exactitude, ce que les esprits justes sentent par une sorte d’instinct, sans
qu'ils puissent souvent s'en rendre compte”, Laplace (1774)

Cournot (1843) distinguait ainsi une signification objective de la probabilité (comme
mesure de la possibilité physique de réalisation d'un événement aléatoire) et une
signification subjective (la probabilité étant un jugement porté sur un événement, ce
jugement étant lié a l'ignorance des conditions de la réalisation de I'événement).

Remarque une probabilité non définie en termes de fréquence
peut recevoir un sens objectif :

Il n'est nullement besoin répéter des lancés de dés pour af-
firmer que (avec un dé parfaitement équilibrée) la probabilité
d’obtenir 6 lors d'un lancer est égale a 1/6 (par symmétrie du
cube)
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Probabilités et variables aléatoires V

Mais bien souvent, les probabilités “physiques” ne recoivent une valeur objective qu’a
posteriori sur la base de la loi des grands nombres, la fréquence empirique convergent
vers la probabilité (théorie fréquentiste des probabilités)

1 n

721(X,- e A) BB P(X € A) quand n — o
n < N—_——

=1 probabilité

fréquence (empirique)

(cf confusion dans de nombreux livres entre “probabilité" et “fréquence”)

1< 1<
Loi des Grands Nombres - IZ;X,- ®2 E(X) quand n — oo ou . IX;X,- ~ E(X)
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Probabilités et variables aléatoires VI

Mais cette approche est incapable de donner du sens a la probabilité d'un événement
singulier unique, comme le notait von Mises (1928, 1939).

“When we speak of the 'probability of death’, the exact meaning of this expression can
be defined in the following way only. We must not think of an individual, but of a
certain class as a whole, e.g., ‘all insured men forty-one years old living in a given
country and not engaged in certain dangerous occupations’ A probability of death is
attached to the class of men or to another class that can be defined in a similar way.
We can say nothing about the probability of death of an individual even if we know his
condition of life and health in detail. The phrase ‘probability of death’, when it refers
to a single person, has no meaning for us at all."

W Ofreakonometrics & freakonometrics & freakonometrics.hypotheses.org 13 / 167


https://twitter.com/freakonometrics
https://freakonometrics.github.io/
https://freakonometrics.hypotheses.org/

Probabilités et variables aléatoires VII

Pour Popper (1959), les probabilités correspondent a des dispositions physiques
(“propensions”) inhérentes au systéme. Cette propension a une existence physique,
mais elle n'est pas directement observable.

Les fréquences d'occurrence sont des manifestations de ces propensions. Dans le cas
contraire, il est malgré tout possible d’estimer la probabilité de réalisation de
I'’événement singulier, en considérant celle-ci comme mesurée non par une fréquence
“réelle”, mais par une fréquence “potentielle” (ou “virtuelle”).

Enfin, lorsqu'un individu énonce un jugement, le degré de crédibilité ou de croyance
qu'il lui accorde dépend des connaissances dont cet individu dispose (Pettigrew
(2016)). Ce degré de croyance sera associé a une probabilité, qui n'aura alors qu'une
signification subjective. “/a probabilité d'un diagnostic, d’'un témoignage, etc., ne
mesure pas la conformité de ce jugement a la réalité, mais le degré avec lequel on peut
faire I'hypothése de cette conformité", Martin (2009).
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Probabilités et variables aléatoires VIl

Cette subjectivité pose des soucis lors de leur utilisation, en particulier en matiére
crimininelle, “Sometimes the ‘balance of probability’ standard is expressed
mathematically as ‘50+ % probability’, but this can carry with it a danger of
pseudo-mathematics, as the argument in this case demonstrated. When judging
whether a case for believing that an event was caused in a particular way is stronger
than the case for not so believing, the process is not scientific (although it may
obviously include evaluation of scientific evidence) and to express the probability of
some event having happened in percentage terms is illusory, Nulty & Ors v Milton
Keynes Borough Council cité dans Hunt and Mostyn (2020).

On pourra aussi lire Jonakait (1983), Saini (2011) ou Fenton et al. (2016).
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Probabilité ? Probabilité de gagner une élection ?

©PedderSophie (The Economist), vs @HuffPost ou Otsrandall (Bloomberg)

a Sophie Pedder & @PedderSophie - 5 mars

With the usual caveat that one pollis only one poll, this nonetheless fits

It now gives Macron a 91% chance of winning the I I presidency
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s, ————23 Mélenchon
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Chance of winning presidency, March 2nd 2022
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Source: The Economist’sFrench election model

Nmi‘?gg‘:?; Posto 2% 2 Fogen
Our @polisterpolls model gives @HillaryClinton a
98.1% chance of winning the presidency
elections.huffingtonpost.com/2016/forecast/ ...

® Obersetzng anzegen

CLINTON TRUMP
981% 1.6%

ATRELAEEHS

Comme interpréter cette “probabilité de gagner" ?

Comment interpréter un “intervalle de confiance"
sur cette probabilité ? (@AdamSinger)

W Ofreakonometrics & freakonometrics & freakonometrics.hypotheses.org

Tom Randall @ @tsrandall - 16 oct. 2016
i del, @HillaryCli go0d a chance of

winning Te ‘winning

ALY 13.4% (=3

Adam Singer @
@Adamsinger

En réponse 4 @BagholderQuotes

no % margin of error eh?

Traduire ls Twest

3:01 PM - 9 nov. 2016 depuis Milan, Lombardie - Twitter for Android
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Probabilité ? Probabilité de pluie 7 |

Comment interpréter la ‘P.D.P. (“probabilité de pluie") des sites de météo ?
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“Qut of all the times you said there was a 40 percent chance of rain, how often did
rain actually occur? If, over the long run, it really did rain about 40 percent of the
time, that means your forecasts were well calibrated, Silver (2012)

Murphy and Epstein (1967), Roberts (1968)

Gneiting and Raftery (2005) sur les méthodes ensemblistes pour de la prévision météo.

W Ofreakonometrics & freakonometrics & freakonometrics.hypotheses.org 17 / 167


https://twitter.com/freakonometrics
https://freakonometrics.github.io/
https://freakonometrics.hypotheses.org/

Probabilité ? Probabilité de pluie 7 |

High agreement
Limited evidence

Plus générallement, on peut penser aux probabilités
mentionnées par le GIEC/IPCC, Mastrandrea et al. (2010)

i , Low agreement | Low agreement | Low agreement
discuté par Stoerk et al. (2020) ou Kause et al. (2022) oo | Mosm s | Ao v | 2=

Evidence (type, amount, quality, consistency) =+

Medium agreement | Medium agreement
Limited evidence | Medium evidence

Agreement =—p-

+ + + Table 1. Likelihood Scale
phet?

* ‘ 4 Term* Likelihood of the Outcome
4 09 Virtually centain 99-100% probability
} + Very likely 90-100% probability
5 1 Likely 66-100% probability
* + About as likely as not 33 to 66% probability
¢ 4 4 Unlikely 0-33% probability
+ R + Very unlikely 0-10% probability
: - Exceptionally unlikely 0-1% probability
5 3 1
z o 8 [ 23
e 3 o3 22 @8 % sog5
52 03355 _3 Sa Pl S< 20882.35683
8532838 2%355253803333°3 3588382283543
933583c=3-E5ca0288832382358%,05282%035853
-] 5wU:X°‘D‘:—~ 20352388 =9 S =003 g3 Likely Likely
2888882253 722835g3398s5<c588-328385%%
5B oL FSR225202888333 S5%320882%g8573 igh conficence | | Medum confidsnce
Tg 5258 ¢g<58e5%3 258 ®2328<5BEg o
g g®'< @ <g 25 558 0522 o
* 3 £ g HE
8

(source Vogel et al. (2022))

Estimated probabilly interval

Upper  Lower  Upper  Lower  Upper
Interval bound
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Probabilité ? Probabilité de pluie 7 Il

Note : "Régle de Cromwell”: il ne faut pas donner une probabilité
de 1 a un événement dont la logique ne permet pas de démontrer
qu'il est vrai, et il ne faut jamais donner une probabilité de 0 a un
événement, sauf s'il peut étre démontré logiquement qu'il est faux,
Lindley (2013), Barclay et al. (1977) et Pherson and Pherson (2012).
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Probabilité ? Probabilité de pluie 7 IV

Voir aussi ©zonination sur les “perceptions des probabilités"

Perceptions of Probability

Almost Certainly . —@*
Highly Likely ® '_—:_m
Very Good Chance —‘B—
Probable — T+
Likely . _W .
We Believe

Probably BENE i

Better Than Even

%

About Even 3

We Doubt —-‘7 .
improbable =~ [N
uniikely  — (RN
Probably Not — T .
Litte Chance  —=— J— .

Almost No Chance

Highly Unlikely —B— S . o ¢
0.

Phrase

Chances Are Slight

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%
Assigned Probability

created by iuzoninaton
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Perceptions of Probability

Almost Certainly
Highly Likely
Very Good Chance

Probable

Likely

We Believe
Probably

Better Than Even
About Even

We Doubt

Improbable
Unlikely
Probably Not
Little Chance

Almost No Chance
Highly Unlikely
Chances Are Slight

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90%100%
Assigned Probability

created by iuzoninaton
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Statistique bayésienne 7

» Formule de Bayes (ou “probabilités inversées"),
Bayes (1763), Laplace (1774)
Soient deux événements A et B tels que P(B) # 0,

P(A|B) =

“If a person has an expectation depending on the happening
of an event, the probability of the event is [in the ratio] to the
probability of its failure as his loss if it fails [is in the ratio] to
his gain if it happens ", Proposition 2, Bayes (1763)

“The probability of any event is the ratio between the value at which an expectation
depending on the happening of the event ought to be computed, and the chance of the
thing expected upon its happening ", Bayes (1763)
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Statistique bayésienne 7
» Formule de Bayes,
Bayes (1763), Laplace (1774)
Soient deux événements A et B tels que P(B) # 0,

P(A|B) =

» Probabilités subjectives,

De Finetti (1937), Anscombe et al. (1963), Kahneman
and Tversky (1972) Savage (1972), Jeffrey (2004)

» Approche non-fréquentiste des probabilités,
Neyman (1977), Bayarri and Berger (2004)

» Crédibilité et “experience rating”
Whitney (1918), Longley-Cook (1962), Bihlmann (1967), Klugman (1991)
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Statistique bayésienne 7

» Formule de Bayes,
Bayes (1763), Laplace (1774)
Soient deux événements A et B tels que P(B) # 0,

P(A|B) =

» Un probleme inverse (on tente de déterminer les causes
d'un phénomene a partir de |'observation expérimentale

de ses effets)

» Une mise a jour des croyances (passant de la loi a priori
P(A) a la loi a posteriori P(A|B))
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Statistique bayésienne ?

Une personne tousse (événement B). Quelle est lhypothése la plus crédible ?
(tiré de Dehaene (2012))

Aj : elle a un cancer du poumon
As : elle a une gastro-entérite
As : elle a une grippe

La régle de Bayes est P[maladie|symptéme] ox P[symptome|maladie] - P[maladie]

A; : P[maladie] ~ 0 (méme si P[symptome|maladie] ~ 1)
Ao : P[symptdme|maladie] ~ 0 (méme si P[symptéme|maladie| grande)
As : les deux probabilités sont raisonnables

& freakonometrics € freakonometrics.hypotheses.org
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Probabilités conditionnelles ? En pratique...

Probleme dit “de Monty Hall”
(tiré de Let's make a deal)
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Probabilités conditionnelles ? En pratique...

Probleme dit “de Monty Hall”
(tiré de Let's make a deal)
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Probabilités conditionnelles ? En pratique...

Probleme dit “de Monty Hall”
(tiré de Let's make a deal)
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Probabilités conditionnelles ? En pratique...

Probleme dit “de Monty Hall”
(tiré de Let's make a deal)
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Probabilités conditionnelles ? En pratique...

Probleme dit “de Monty Hall”
(tiré de Let's make a deal)

» stratégie 1 : on change toujours de porte

B stratégie 2 : on ne change jamais de porte

P(stratégie 2 gagnante)
= IP(trésor derriere la porte choisie initialement)
1
]
(faire apparaitre la chévre derriére la troisieme porte n'apporte

aucune information sur ce qu'il y a derriére la premiére porte)
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Probabilités conditionnelles ? En pratique...
Probleme dit “de Monty Hall”
(tiré de Let's make a deal)

» stratégie 1 : on change toujours de porte

B stratégie 2 : on ne change jamais de porte

stratégie 1 : on change de porte

P(stratégie 1 gagnante)
= P(trésor derriére |'autre porte)
=P

(trésor derriere |'autre porte| correct) - P( correct)

+ P(trésor derriere I'autre porte| faux) - P( faux)

1 2 2
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Statistique bayésienne ? En pratique...

“Do doctors understand test results? ", Kremer (2014):

1% des adultes sont atteints d'un cancer. La grande majorité de ces cancers (90%)
peuvent étre détectés par un test. Il y a 9% de chances que le test s’ avére positif chez
une personne qui n'a pas le cancer. Si le test est positif, quelle est la probabilité que la
personne ait effectivement un cancer?

A) 9 sur 10
B) 8 sur 10
C) 1sur2

D) 1 sur 10
E) 1 sur 100
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Statistique bayésienne ? En pratique...

“Do doctors understand test results? ", Kremer (2014):

1% des adultes sont atteints d'un cancer. La grande majorité de ces cancers (90%)
peuvent étre détectés par un test. Il y a 9% de chances que le test s’ avére positif chez
une personne qui n'a pas le cancer. Si le test est positif, quelle est la probabilité que la
personne ait effectivement un cancer?

A) 9 sur 10 (réponse choisie par 50% des gynécologistes)
B) 8 sur 10

0)

D) 1 sur 10

E) 1 sur 100
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Statistique bayésienne ? En pratique...

1% des adultes sont atteints d'un cancer. La grande majorité de ces cancers (90%)
peuvent étre détectés par un test. Il y a 9% de chances que le test s'avére positif chez
une personne qui n'a pas le cancer. Si le test est positif, quelle est la probabilité que la
personne ait effectivement un cancer?

Réponse: En formalisant

P[cancer] = 1%
P[test positif|cancer] = 90%
P[test positif|pas de cancer] = 9%

puis en appliquant la régle de Bayes

PP[test positiflcancer] - P[cancer]  90% x 1% 9 1

P test itif| = = = ~
[cancertest positif] Pltest positif] 9% x 9%+ 9+89 10

la bonne réponse est D, “1 sur 10"
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Statistique bayésienne ? En pratique...

Pour Gigerenzer and Hoffrage (1995), la formulation bayésienne est (trop) complexe.

Autre présentation du probléme:

Sur 10,000 personnes, 100 ont un cancer. Sur ces 100, 90%, soit 90, auront un test
positif. Sur les 9,900 autres, 9% soit 899 auront un test positif. Parmi un échantillon
de gens qui ont un test positif, quelle fraction ont vraiment un cancer?

Réponse: 90 parmi (90+899), soit environ “1 sur 10".
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L'axiomatique des croyances |

Les axiomes de I'approche Bayésienne, Titelbaum (2022a), (2022b), sont
> étape 1 : les degrés de croyance

Les croyances sont quantifiées sur une échelle allant de 0 a 1

La “rationalité des croyances” signifie que les croyances sont des mesures de
probabilités (et vérifient les axiomes associés), Buehler (1976).

Note: une version plus faible de cohérence peut étre définie a I'aide des capacités (au
sens de Choquet (1954)), constuite sur I'axiome : si A C B, alors Q[A] < Q[B] (et non
plus I'additivité d'évenements disjoints).

Ofreakonometrics & freakonometrics & freakonometrics.hypotheses.org 35 / 167


https://twitter.com/freakonometrics
https://freakonometrics.github.io/
https://freakonometrics.hypotheses.org/

L'axiomatique des croyances ||

P> étape 2 : la mise a jour des croyances

Pour Popper (1955), un agent qui croit A au degré Q[A], s'il apprend B, il alors croire
A au degré Q[A|B]

Q[A] — Q[A|B] -\[fljt@[AlﬁB] -Q[-B] = Q[A|B] = QB[A]
=1 =0

Jeffrey (1965) a proposé une généralisation si B est associé a une croyance Q'[B],
Q[A] — Q'[A] = Q[A|B] - Q'[B] + Q[A|-B] - Q'[-B]

Autrement dit, “raisonner consiste a graduer ses croyances et a réviser ses degrés de
croyance par conditionalisation bayésienne a mesure que de nouvelles informations
deviennent disponibles”, Drouet (2016).
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L'axiomatique des croyances Il|

“La differenza essenziale da rilevare é nell’attribuzione del ‘perché’: non cerco perché
IL FATTO che io prevedo accadra, ma perché 10 prevedo che il fatto accadra. Non
sono piu i fatti che hanno bisogno di una causa per prodursi : & il nostro pensiero che
trova comodo di immaginare dei rapporti di causalita per spiegarli, coordinarli, e
renderne possibile la previsione”, De Finetti (1931)

"“Je ne cherche pas a savoir pourquoi le fait que je prévois se réalisera,
mais pourquoi je prévois que le fait va se réaliser. Ce ne sont plus les
faits qui ont besoin d'une cause pour se produire : c'est notre esprit qui
trouve commode d'imaginer des rapports causaux afin de les expliquer,
de les coordonner et d'en rendre la prédiction possible”
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Le pari hollandais |

Ramsey (1926) et De Finetti (1937) ont suggéré de comprendre la rationalité des
croyances a |'aide de paris (formalisé par Lehman (1955) Kemeny (1955), Teller
(1973), Lindley et al. (1979) et Skyrms (1987)) et d'arbitrages (on parle de
Bayésianisme subjectif).

On attribue la croyance g a un pari (loterie) associé a A, rapportant a si A survient et
0 sinon si et seulement si la valeur de la loterie est ga, Hajek (2009)

L’argument du “pari hollandais" (dutch book) est que si un individu a des croyances qui
violent les probabilités et que s'il parie sur la base de ces croyances, alors il est prét a
accepter un ensemble de paris dont il est certain de repartir perdant, Pettigrew (2020).

Note: Lehman (1955) a utilisé le terme “dutch book", mais il correspond a la notion
d'arbitrage en mathématiques financiéres.
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Le pari hollandais Il

Lehman (1955) “if a set of betting prices violate the probability calculus, then there is
a Dutch Book consisting of bets at those prices."

Kemeny (1955), “if a set of betting prices obey the probability calculus, then there
does not exist a Dutch Book consisting of bets at those prices"

Cette caractérisation est aussi appelé théoreme de Cox-Jaynes, Cox (1946) repris par
Jaynes (1988) et Jaynes (2003) : les probabilités (caractérisées par les axiomes de
Kolmogorov) sont le seul mécanisme normatif de I'induction de la plausibilité.

Mais aussi chez Good (1966)

Voir aussi Eisenberg and Gale (1959) et Baron and Lange (2006) sur les notions de
parimutuel, et les nouveaux risques (voir aussi Chen and Pennock (2010), Charpentier
(2017), Charpentier (2019) sur les marchés prédictifs).

Supposons que [ joueurs parient sur J chevaux. Chaque joueur posséde une somme b;,
et on normalisera (by +--- + by = 1).
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Le pari hollandais Il

Le joueur i mise f3;; sur le cheval j (bj = Bi1+ -+ b y).

On note 7; le montant parié sur le cheval j (m; = 81+ --- + by ).

Comme 7; € (0,1) et m + --- 4+ m; = 1 est interprété comme une probabilité,
décrivant une “croyance collective”.

On peut aussi ajouter des contraintes empiriques, et associer les croyances a des
fréquences connues) (on parle de Bayésianisme empirique)

Williamson (2004) a introduit un Bayésianisme objectif, inspiré par Jaynes (1957),
basé sur la maximisation de I'entropie (approche maxmin), associé a un principe de
précaution.
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Logique non booléenne |

Note On peut aussi trouver des liens avec la logique.
Classiquement, si on a la proposition "“Si A est vrai, alors B est vrai”

Si j'observe que A est vrai, j'en conclus que B est vrai

Si j'observe que B est faux, j'en conclus que A est faux.
Dans le cadre de la logique booléenne, ce sont les seules assertions équivalentes
(A= B et -B = —A).

Mais il peut y avoir des raisonnements plausibles, Pélya (1958)

Si j'observe que A est faux, il me semble que B devient moins plausible

Si j'observe que B est vrai, il me semble que A devient plus plausible.

Que signifie ici “plausible” ? (On reviendra sur ces croyances en neuroscience plus tard)
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Bayésianisme, statistique et calcul |

7(0) - P(y|#) _ a priori - vraisemblance
P(y) B évidence

a posteriori = mw(f|y) =
a—1 1— b—1
a posteriori = 7(f|y) eé(abe)) : <,57> 6°(1—0)"*

P Lois conjuguées : Binomiale - Beta

La vraisemblance pour un modéle de variables binomiales est

x = f(x;p) =pS(1—p)"Sols=x"1=xi+-+x
p+— p°(1 — p)"~% sur [0, 1] est une loi Beta

alors 0|x ~ Beta(a+s,b+ n—s) a posteriori

S xi|0 ~ B(0)
|
0 ~ Beta(a, b) a priori

(qui se généralise en Multinomiale - Dirichlet)
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Bayésianisme, statistique et calcul Il
» Lois conjuguées : Poisson - Gamma
La vraisemblance pour un modéle de variables Poisson est
oM\ )\s

X'_>f(XS)‘):ﬁoﬂs:lele_F..._FXn
X1 Xp!

A €™\ sur R est une loi Gamma

Si

alors A\|x ~ Gamma(a+ s, b+ n) a posteriori

Xi|A ~ P(A)
6 ~ Gamma(a, b) a priori
On retrouve en particulier

a priori E(\) = % et a posteriori E(A|x) = Zis
n

utilisé en théorie de la crébilité, Biihimann (1967).
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Bayésianisme, statistique et calcul Il

» Lois conjuguées : Normale - Normale

Si la variance X est connue

{xim ~ N, %) alors pu|x ~ N (p, 2x)

B~ N(l‘l’()a 20)

o o= (B0 1 n= )7 (S0 g + 02 7)
o= (S5 a2 )

Utilisé classiquement en économétrie Bayésienne,
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Bayésianisme, statistique et calcul IV

P Lois conjuguées : Normale - Inverse Wishart
Si la moyenne p est connue

1S~ N(p, S
{x’| NIZ) s Six ~ W (i, @)

X~ IW(V(), ‘I’Q)

Utilisé classiquement en économétrie Bayésienne, pour des modéles VAR, Adjemian
and Pelgrin (2008), ou en gestion de portefeuilles, Black and Litterman (1990, 1992)
(voir aussi Satchell and Scowcroft (2000) pour une mise en perspective).
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Bayésianisme, statistique et calcul V

Les méthodes bayésiennes peuvent étre trés puissantes pour estimer des modeéles de
panels, hiérarchiques ou multi-niveaux, Gelman and Hill (2006).

» Modeéle hiérarchique

Quand l'individu 7/ appartient au groupe j,

T
aj:ao+zj,61+uj

T .
Yij=aj+x; B +¢€ij, ol
S S {B,-z bo+ Z] By + u;

avec des constantes et des pentes qui dépendent des groupes.

(généralement dans un modele GLM).
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Bayésianisme, statistique et calcul VI

Sinon, soit on utilise des simulations (voir MCMC), soit on passe par des hypothéses
simplificatrices.

Considérons des symptomes sy, - - - , s et des maladies my,--- , m; (dans {0,1})
P[M=m]|-P[S = s|M=m|
ZIP’[M = x] -IP’[S = S‘M = x]

P[M=m|S=s] =

“Naive Bayes” repose sur des hypothéses (Spiegelhalter et al. (1993))
> les maladies sont mutuellement exclusives PJM =m|S =s] =0sim'1 > 1,
P les symptomes sont conditionnellement indépendants
k
]P[S = S‘M,’ = m,-] = HP[SJ = SJ{M,' = m,'}
j=1
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Bayésianisme, statistique et calcul VII

Et dans ce cas,

k
B[M; = m] - [[ B[S = 5|M; = m]
P[M; = mi|S = s] = - = -
o] - T[S = s|M: = 0] + P[M; =1] - [[P[S} = 55| Mi = 1]
Jj=1 j=1

On peut améliorer le modele a I'aide d'un réseau bayésien (on en reparlera plus loin).
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Bayésianisme, statistique et calcul VIII

Pour déterminer IP’[I\/I,— = m,-‘S = s], on a besoin de connaitre
> la prévalence des maladies P[M; = 1]
> les sensibilités P[S; = 1|M; = 1]
> les spécificités P[S; = 0|M; = 0]

pour tous les symptomes S; et toutes les maladies M;.

Notons que IP’[SJ- = s;)|M; = m,-] ont une interprétation causale: ce sont les maladies
qui causent les symptomes.

Voir Sadegh-Zadeh (1980) sur les diagnostiques bayésiens, ou Donnat et al. (2020).

Ofreakonometrics & freakonometrics & freakonometrics.hypotheses.org 49 / 167


https://twitter.com/freakonometrics
https://freakonometrics.github.io/
https://freakonometrics.hypotheses.org/

Bayésianisme, statistique et calcul |

<

W Ofreakonometrics & freakonometrics & freakonometrics.hypotheses.org

» Loi a posteriori
Supposons x = {0,0,0,1,0,1,1,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,0,1,1,0,0,0,0}, B(0)

~ 1-— IX(1 =X
Approche fréquentiste, § ~ N (0, 0(—n¢9)> P (9 € [Y + 1.64 X(nx)}> ~ 90%

A
[\

< n

@ _

A7

-19

0.0

0.2

0.4

06

0.8
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Bayésianisme, statistique et calcul |l
» Loi a posteriori

Supposons x = {0,0,0,1,0,1,1,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,0,1,1,0,0,0,0}, B(6)

n
Approche Bayésienne, 0|x ~ Beta(ag + 5,00 +n—5s), s = Zx;
i=1
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Bayésianisme, statistique et calcul Il

» Loi a posteriori
Supposons x = {0} , B(0)

n
Approche Bayésienne, 9A|x ~ Beta(ag + 5,80 +n—s), s = fo

i=1
. - « -
1 15,
L L 1 L L 1
| ] | | | I
o o 4 o4
~ ~ o4
o o o
: T . . T : : . T T T ) . T T T . )
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0
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Bayésianisme, statistique et calcul IV

» Loi a posteriori
Supposons x = {0,0} , B(0)

n
Approche Bayésienne, 9A|x ~ Beta(ag + 5,80 +n—s), s = fo

i=1
. - « -
1 7 65.7" 1
1 1 [l [ 1 [l
| I | I ] ]
o o 4 o4
~ ~ o4
o o o
: T . . T . : . T T T ) . T T T . )
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Bayésianisme, statistique et calcul V

» Loi a posteriori

Supposons x = {0,0,0} , B(0)

n
Approche Bayésienne, 9A|x ~ Beta(ag + 5,80 +n—s), s = fo
i=1
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Bayésianisme, statistique et calcul VI

» Loi a posteriori
Supposons x = {0,0,0,1} , B(9)

n
Approche Bayésienne, 9A|x ~ Beta(ag + 5,80 +n—s), s = fo

i=1
. - « -
12,9
1 1 1 1 1 1
I ] ] I I I
o o 4 o4
o ~ ~d
o o o d
: T . . T . : . T T T ) . T T T . )
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Bayésianisme, statistique et calcul VII

» Loi a posteriori
Supposons x = {0,0,0,1,0} , B(0)

n
Approche Bayésienne, 9A|x ~ Beta(ag + 5,80 +n—s), s = fo

i=1
. - « -
114 60% 1
[l 1 1 [ [l L
] I ] | ] ]
o o 4 o4
~ ~ o4
o o o
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Bayésianisme, statistique et calcul VIII

» Loi a posteriori
Supposons x = {0,0,0,1,0,1} , B(0)

n
Approche Bayésienne, 9A|x ~ Beta(ag + 5,80 +n—s), s = fo

i=1
. - « -
1 1
1 1 1 1 1 [
I 1 ] I | I
o o 4 o4
o ~ ~d
o o o d
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Bayésianisme, statistique et calcul IX

» Loi a posteriori
Supposons x = {0,0,0,1,0,1,1} , B(0)

n
Approche Bayésienne, 9A|x ~ Beta(ag + 5,80 +n—s), s = fo

i=1
. - « -
1 69.6% 24 5¢
1 [ 1 1 1 [l
] ) | ] ] ]
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Bayésianisme, statistique et calcul X

» Loi a posteriori
Supposons x = {0,0,0,1,0,1,1,0} , B(0)

n
Approche Bayésienne, 9A|x ~ Beta(ag + 5,80 +n—s), s = fo

i=1
. - « -
. 2.4
[l [l [ [ 1 L
| I ] I I I
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Bayésianisme, statistique et calcul Xl

» Loi a posteriori
Supposons x = {0,0,0,1,0,1,1,0,0} , B(#)

n
Approche Bayésienne, 9A|x ~ Beta(ag + 5,80 +n—s), s = fo

i=1
. - « -
1 0.7 18.1% 20.6
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Bayésianisme, statistique et calcul XII

» Loi a posteriori
Supposons x = {0,0,0,1,0,1,1,0,0,0} , B(0)

n
Approche Bayésienne, 9A|x ~ Beta(ag + 5,80 +n—s), s = fo

i=1
. - « -
1 56.4¢ 1 57.3 19.1 57.7
1 L 1 1 1 [l
I ] I ] ] ]
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Bayésianisme, statistique et calcul XIlII

» Loi a posteriori
Supposons x = {0,0,0,1,0,1,1,0,0,0,0} , B(9)

n
Approche Bayésienne, 9A|x ~ Beta(ag + 5,80 +n—s), s = fo

i=1
. - « -
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Bayésianisme, statistique et calcul XIV

» Loi a posteriori
Supposons x = {0,0,0,1,0,1,1,0,0,0,0,0} , B(0)

n
Approche Bayésienne, 9A|x ~ Beta(ag + 5,80 +n—s), s = fo

i=1
. - « -
11.3 14.2¢ 51.1%
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Bayésianisme, statistique et calcul XV

» Loi a posteriori
Supposons x = {0,0,0,1,0,1,1,0,0,0,0,0,1} , B(6)

n
Approche Bayésienne, 9A|x ~ Beta(ag + 5,80 +n—s), s = fo

i=1
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Bayésianisme, statistique et calcul XVI

» Loi a posteriori
Supposons x = {0,0,0,1,0,1,1,0,0,0,0,0,1,0} , B(0)

n
Approche Bayésienne, 9A|x ~ Beta(ag + 5,80 +n—s), s = fo

i=1
« A «q < q
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Bayésianisme, statistique et calcul XVII

» Loi a posteriori
Supposons x = {0,0,0,1,0,1,1,0,0,0,0,0,1,0,1} , B(6)

n
Approche Bayésienne, 9A|x ~ Beta(ag + 5,80 +n—s), s = fo

i=1
- - « -
1 9.9
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Bayésianisme, statistique et calcul XVIII
» Loi a posteriori

et finallement x = {0,0,0,1,0,1,1,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,0,1,1,0,0,0,0}, B(6)

n
Approche Bayésienne, 0|x ~ Beta(ag + 5,00 +n—5s), s = Zx;
i=1
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Bayésianisme, statistique et calcul XIX
» Loi a posteriori

Etsi x = {0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0}, B(6) ?

n
Approche Bayésienne, 0|x ~ Beta(ao, fo + n), comme Zx; =0
i=1
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Bayésianisme, statistique et calcul XX

» Loi a posteriori

Ministere de I'intérieur (2019) "seuil unique pour qualifier une sécheresse géotechnique
d’anormale: une durée de retour supérieure ou égale a 25 ans " (probabilité 1/25) On
n'a observé aucune sécheresse sur 2 ans ({0,0}), que devient notre croyance sur la
période de retour ?

50 100 200

15
!

Période de retour
10
1

T T T T T T T T T T 1 T T T T 1
2e-04 5e-04 1e-03 2e-03 5e-03 1e-02 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Variance a priori
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Bayésianisme, statistique et calcul XXI

» Loi a posteriori

A titre de comparaison, si on a observé deux sécheresses majeures ({1,1}), nos
croyances a posteropri sont trés influencées par ces évenements inatendus
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T T T T T T T T T T 1 r T T T 1
2e-04 5e-04 1e-03 2e-03 5e-03 1e-02 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Variance a priori
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Bayésianisme, statistique et calcul XXII

» De la loi a I'estimateur

moyenne a posteriori h= E[6|D]
maximum a posteriori (MAP) 0 = max {7(6|D)} i.e. le mode

La moyenne a posteriori est aussi la solution du probleme
6 = argmin {E[(6 - T)2|D] } = argmin {/(9 - T)QW(G\D)dH}

» “Intervalle de confiance” ou plutét “intervalle de crédibilité"

~ ~

Pour I'intervalle de confiance, on cherche [ap, bp] tel que P[6 € [ap, bp]] > 95%.
Pour I'intervalle de crédibilité, on cherche [a, b] tel que P[f € [a, b]|D] > 95%.
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Bayésianisme, statistique et calcul XXIII

-15 -10 -05 00 05 10 15

» “Intervalle de confiance” oo o |senes .

Supposons que D = {x1,--- ,xp}, X; ~ N (0, 0?)
(ici 6 = 0)
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Bayésianisme, statistique et calcul XXIV

-15 -10 -05 00 05 10 15
L Il | 1 1 Il |

» “Intervalle de confiance” oo e seme .
Supposons que D = {x1,--- ,xp}, X; ~ N (0, 0?)
(ici 6 = 0)

On consideére [a, b] = [71 qai]

Jn

T T T T T T 1
15 -10 -05 00 05 10 15
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Bayésianisme, statistique et calcul XXV

» “Intervalle de confiance”
Supposons que D = {x1,--- ,xp}, X; ~ N (0, 0?)
(ici 6 = 0)
On consideére [a, b] = [Yi qai]
Vvn
Si on génére D' = {x], - ,x.} suivant N'(6,0?) on veut

-~

P [09{ {7&%?\/%” ~

interprété comme une fréquence, en répétant |'expérience.
Ici, « = 5%: dans 5% des simulations, 0 n'est pas dans [a, b].

W Ofreakonometrics & freakonometrics & freakonometrics.hypotheses.org
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Bayésianisme, statistique et calcul XXVI

» “Intervalle de crédibilité” A5 0 05 00 05 10 15

Supposons que D = {xi,- -+ ,xp}, X; ~ N(0,0?) oo o |oeome .
On se donne une loi a priori 7(-) pour
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Bayésianisme, statistique et calcul XXVII

» “Intervalle de crédibilité” 45 40 05 00 05 10 15

Supposons que D = {xi,- -+ ,xp}, X; ~ N(0,0?) R P .
On se donne une loi a priori 7(-) pour
et 7(:|D) est la loi a posteriori (potentiellement compliquée)
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Bayésianisme, statistique et calcul XXVIII

» “Intervalle de crédibilité” A5 40 05 00 05 10 15
Supposons que D = {xi,- -+ ,xp}, X; ~ N(0,0?) R P .
On se donne une loi a priori 7(-) pour
et 7(:|D) est la loi a posteriori (potentiellement compliquée)

On suppose qu’on peut générer 0y, - - - , 0 suivant 7(-|D).
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Bayésianisme, statistique et calcul XXIX

» “Intervalle de crédibilité”

Supposons que D = {xi,- -+ ,xp}, X; ~ N(0,0?)
On se donne une loi a priori 7(-) pour
et 7(:|D) est la loi a posteriori (potentiellement compliquée)

On suppose qu’on peut générer 0y, - - - , 0 suivant 7(-|D).
On considere

a=1II"'(«/2|D) quantile de niveau a/2
b= ﬁ_l(l — a/2|D) quantile de niveau 1 — «/2
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Bayésianisme, statistique et calcul XXX

» “Intervalle de crédibilité”

Supposons que D = {x1,--- ,xp}, X; ~ N (0, 0?)
On se donne une loi a priori 7w(-) pour 6
et w(+|D) est la loi a posteriori (potentiellement compliquée)

On suppose qu’on peut générer 6y, - - - , 0 suivant 7(:|D).
On considére

a= ﬁ_l(a/QlD) quantile de niveau «/2
b= ﬁ*1(1 — «/2|D) quantile de niveau 1 — a/2

alors

P [9 ¢ [ﬁ*l(a/zm); o' — a/2|D)H ~

Ofreakonometrics & freakonometrics & freakonometrics.hypotheses.org
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Bayésianisme, statistique et calcul XXXI

On peut aussi évoquer de la modélisation Bayésienne nonparamétrique, Ferguson
(1973). Au lieu de supposer X; ~ f € Fg ou Fg = {fy : 0 € ©}, on considére une
famille plus générale,

Xi~feF= {f : /[f”(y)]Qdy < oo}
R
On peut toujours calculer une loi a posteriori,

_ JaLnlf)dn(f)

n(f € AID) =P(X € AID) = T La(Fdn(F)’

ol Ln(f) =[] F(x)
i=1

ol 7 est une loi a priori sur F. Trés proche des problémes d'urnes de Pdlya (infinies),
du “Chinese restaurant process” et des processus de Dirichlet, Blackwell and
MacQueen (1973), Ghosh and Ramamoorthi (2003), Orbanz and Teh (2010).
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Bayésianisme, statistique et calcul XXXII

Par exemple, si Xi,---, X, i.i.d. de loi F. La loi a priori 7w est un processus de
Dirichlet, D(«, Fy), ou Fy € F est une loi a priori pour X, alors que « indique la
dispersion autour de Fy.

Pour tirer suivant D(«, Fy),

P on tire z;, 20, - -+ suivant Fy,
» on tire vi, vo,--- suivant une loi Beta B(1, «),
» on définit itérativement des poids, w1 = vj et wj = vj(1 —vj_1)--- (1 — vy)
> F(x) = Y wil(x < z)
jz1
Si a priori m ~ D(«, Fp), alors a posteriori, m|D ~ D(a + n, F,) ol

« L~ 1
Fo= - Fot ———Fo, ol Fa(x) == 1(x < x))
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Bayes et propriété de Markov |

» Propriété de Markov

Cette propriété permet de simplifier |'écriture (et le calcul) de la loi a posteriori

]P[Xt—i-l = Xt—l—l‘Xt = Xty Xt—1 = Xt—1,"" ] = P[Xt—i—l = Xt+1 ‘Xt = Xt]

00000000

Pour rappels, moyennant quelques hypothéses techniques, le noyau de transition
p(xt41]xt) converge (t — 00) vers une mesure stationnaire p*(x).

Si x¢ € X de cardinal fini, p(:|-) se lit dans une matrice (stochastique) P.

P[Xet« :j’Xt =i] = [PX];; (Chapman Kolmogorov)
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Bayes et propriété de Markov |l

Exemple systéme bonus-malus, Lemaire (1995),

1 2 3 4 5 6
L 1 1 1 1 ]
HONG KONG
Table B-9. Hong Kong System - ﬂ 0.178 0.021
Class Premium Class After
>2 ~ 0.178 0.021
Claims
B al
6 100 5 3 3 ° n 0199
5 80 4 6 6
4 0 3 6 6 < o ﬂ 0.199
3 60 2 6 6
2 50 1 4 6
1 40 1 3 6 o o ﬂ 0.199

Starting class: 6. ﬂ
o J 0.199

Si la fréquence de sinistre est N ~ P(0.225),
P(N = 0) = 20% t+1vs. t
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Bayes et propriété de Markov Il

Exemple systéme bonus-malus, Lemaire (1995),

1 2 3 4 5 6
L 1 1 1 1 |
HONG KONG
Table B-9. Hong Kong System - o . 0.142  0.142 0.017  0.057
Class Premium Class After
2 ~ o 0.285 0.017  0.057
Claims
3 100 3 % 3 © o - 0.142 0159  0.057
5 80 4 6 6
4 0 3 6 6 < o . 0159  0.199
3 60 2 6 6
2 50 1 4 6
1 40 1 3 6 0 o - 0159  0.199

Starting class: 6.
©o - 0.159 0.199

Si la fréquence de sinistre est N ~ P(0.225),
]P(N = 0) = 20% t+2vs. t
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Bayes et propriété de Markov IV

Exemple systéme bonus-malus, Lemaire (1995),

1
L
HONG KONG
Table B-9. Hong Kong System — . 0.114 0.114 0.039 0.045 0.06
Class Premium Class After
2 N 0.228 0.114 0.013 0.045 0.085
Claims
3 00 3 3 I3 ™ o . 0.228 0.128 0.045 0.085
5 80 4 6 6
4 70 3 6 6 < . 0242 0159  0.085
3 60 2 6 6
2 50 1 4 6
1 40 1 3 6 w - 0.128 0.159 0.199

Starting class: 6.
©o - 0.128 0.159 0.199

Si la fréquence de sinistre est N ~ P(0.225),
]P(N = 0) = 20% t+3vs. t
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Bayes et propriété de Markov V

Exemple systéme bonus-malus, Lemaire (1995),

1 2 3 4 5 6
L | | | | )
HONG KONG
Table B-9. Hong Kong System — . 0.091 0.143 0.056 0.048 0.067
Class Premium Class After
2 N 0.091 0.102 0.077 0.068 0.067
Claims
3 100 5 3 3 ™ — 0.409 0.182 0.193 0.036 0.068 0.108
5 80 4 6 6
4 T0 3 6 6 < - 0.409 0.285 0.128 0.068 0.108
3 60 2 6 6
2 50 1 4 6
1 40 1 3 6 0 - 0.409 0.102 0.219 0.159 0.108
Starting class: 6. © - 0.409 0.102 0.128 0.159 0.199
Si la fréquence de sinistre est N ~ P(0.225),
P(N - 0) = 20% t+4 vs. t
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Bayes et propriété de Markov VI

Exemple systéme bonus-malus, Lemaire (1995),

1 2 3 4 5 6
L 1 1 1 1 |
HONG KONG
Table B-9. Hong Kong System - o . 0.114 0151 0.054 0.054 0.077
Class Premium Class After
s2 o 0.081 0167 0071 0.054 0.077
Claims
; ™ 3 3 3 o - 0473 0155 0102 0087 0086 0.094
5 80 4 6 6
4 70 3 6 6 < - 0327 0228 0175 0054 008 0.126
3 60 2 6 6
2 50 1 4 6
1 40 1 3 6 w - 0327 008l 0248 0128 0086 0.126
Starting class: 6.
o - 0327 0081 0102 0201 0159 0.126
Si la fréquence de sinistre est N ~ P(0.225),
]P(N = 0) - 20% t+5vs. t
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Bayes et propriété de Markov VII

Exemple systéme bonus-malus, Lemaire (1995),

1 2 3 4 5 6
L 1 1 1 1 |
HONG KONG
Table B-9. Hong Kong System - o . 0121 0141 0.063 0062 0.081
Class Premium Class After
0 1 >2 & 0.134 0.154 0.058 0.062  0.087
Claims
™ - 0.081 0154 0097 0.075 0.087
6 100 5 6 6 .
5 80 4 6 6
4 70 3 6 6 <+ - 0444 014 0102 011 0.101 0.1
3 60 2 6 6
2 50 1 4 6
1 40 1 3 6 w - 0327 0198 016 0084 0101 0.126
Starting class: 6.
© - 0327 0081 0219 0142 0101 0126

Si la fréquence de sinistre est N ~ P(0.225),
]P(N = 0) = 20% t+6 vs. t
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Bayes et propriété de Markov VIII

Exemple systéme bonus-malus, Lemaire (1995),

HONG KONG
Table B-9. Hong Kong System

Class Premium Class After
>2
Claims
6 100 5 6 6
5 80 4 6 6
4 70 3 6 6
3 60 2 6 6
2 50 1 4 6
1 40 1 3 6
Starting class: 6.

Si la fréquence de sinistre est N ~ P(0.225),
P(N =0) = 20%.

W Ofreakonometrics & freakonometrics & freakonometrics.hypotheses.org

1 2 3 4 5 6

L Il Il Il Il I
. 0.113 0.145 0.071 0.065 0.083
0509 0.123 0136 0.073 0.07 0.086
0468 0123 0167 0.074 0.07 0.095
0.468  0.081 0.167  0.106 0.08 0.095
0.421 0.128 0.125 0116 0.101  0.105
0.327 0.175 0.172 0.095 0.101  0.126

7 vs. t
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Bayes et propriété de Markov IX

Exemple systéme bonus-malus, Lemaire (1995),

1 2 3 4 5 6
L 1 1 1 1 |
Table B-9. Hong Kong System < - 0506 0116 015 0072 0.067 0.086
Class Premium Class After
s2 ~ -+ 0506 0108 015 0078 0068 0.086
Claims
e ! 0.134 0143 0078 0076 0.094
; ™ 3 3 3 ® 0.473 34 0143 8
5 80 4 6 6
4 70 3 6 6 < -| 0439 0134 0168 0079 0076 0.101
3 60 2 6 6
2 50 1 4 6
1 40 1 3 6 w - (0439 01 0168 0104 0084 0.101
Starting class: 6.
o - 10402 0138 0135 0112 0101  0.11
Si la fréquence de sinistre est N ~ P(0.225),
IP)(N = 0) - 20% t+8vs. t

W Ofreakonometrics & freakonometrics & freakonometrics.hypotheses.org 90 / 167


https://twitter.com/freakonometrics
https://freakonometrics.github.io/
https://freakonometrics.hypotheses.org/

Bayes et propriété de Markov X

Exemple systéme bonus-malus, Lemaire (1995),

1 2 3 4 5 6
L 1 1 1 1 |
Table B-9. Hong Kong System < - 0498 012 0148 0074 0.069 0.088
Class Premium Class After
s2 ~ - 0492 012 0153 0074 0069  0.09
Claims
g ! 0114 0147 0085 0075 0.091
6 100 5 6 3 . 0 °
5 80 4 6 6
4 70 3 6 6 < -| 0459 0134 0141 008 008l  0.097
3 60 2 6 6
2 50 1 4 6
1 40 1 3 6 w 4 0432 0134 0161 0085 008l 0.103
Starting class: 6.
© - 10432 0108 0161 0105 0088  0.103
Si la fréquence de sinistre est N ~ P(10.53%),
IP)(N = 0) - 10% t+9vs. t
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Bayes et propriété de Markov X

Exemple systéme bonus-malus, Lemaire (1995),

1 2 3 4 5 6
L 1 1 1 1 |
Table B-9. Hong Kong System — 0.481 0.12 0.15 0.08 0.073 0.092
Class Premium Class After
2 o~ - 0481 0.12 0.15 008 0073 0.092
Claims
3 100 3 % 3 © - 0481 0.12 0.15 008 0073 0.092
5 80 4 6 6
4 70 3 6 6 < - 0481 012 0.15 0.08 0073  0.092
3 60 2 6 6
2 50 1 4 6
1 40 1 3 6 o - 0481 012 0.15 008 0073 0.092
Starting class: 6.
© - 0481 0.12 0.15 008 0073 0.092
Si la fréquence de sinistre est N ~ P(0.225),
IP)(N = 0) - 20% t+100 vs. t
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Bayes et propriété de Markov XII

» Calcul d'espérance et MCMC

Loi des grands nombres
1 n
Si Xi, o+, Xp, oo 1id. deloi p*, =Y X B Ep-(X) = /xdp*(x)
n
i=1
Théoreme ergodique (si p(-|-) a pour loi invariante p*)

to+n

si X1, , Xty Xey1, -+ est généré suivant p(- Z X, 23 (X) = /xdp*(x)
t to+1

et générer (X;) suivant p(:|-) peut se faire par I'algorithme d'Hasting-Metropolis ou de
Gibbs, Andrieu et al. (2003) ou Kruschke (2014).
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Bayes et propriété de Markov XIl|

La propriété de Markov permet d'écrire

p
= [[PCxlxi-1) - P(x)
i=2

On peut étendre cette propriété quand il existe un DAG pour les p variables.
» Graph dirigé acyclique (DAG)

o o

/ 4
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Bayes et propriété de Markov XIV

P> Réseau Bayésien

Un couple {G,P} est un Réseau Bayésien, si G = {V/, E} est un DAG et s'il vérifie la
condition de Markov suivante : chaque variable X dans V est indépendante de ses
non-descendants, dans G, conditionnellement a ses parents,

p

]P(X) = H IP>(Xi’xparents,-)

\ i=1

Xo AL {X5, X4} | X1

/ X5 1L Xo | X
Xy 1L X1, X5} | {Xo, X3}
Xs 1L {X1, X2, Xa} | X3

P(X) = P(X5‘X3)P(X4‘X2, Xg)P(Xg‘Xl)P(XQ‘XI)P(Xl)
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Bayes et propriété de Markov XV

P> Réseau Bayésien et Diagnostique Médical
via Lauritzen and Spiegelhalter (1988) et Hgjsgaard et al. (2012)

tuberculose cancer bronchite
poumon

/ dyspnée
tuberculose ou

cancer poumon ~~—a rayons-x

On a le graph (orienté acyclique, DAG)
et les probabilités conditionnelle
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Bayésianisme et apprentissage statistique |

L'économétrie est fondée sur un modele probabiliste, contrairement a la plupart des
approches de machine learning, cf Charpentier et al. (2018)

» dans les SVM, la distance a la droite de séparation est utilisé comme un score qui
peut étre ensuite interprété comme une probabilité - Platt scaling, Platt et al.
(1999) ou isotonic regression Zadrozny and Elkan (2001, 2002) (voir aussi
Niculescu-Mizil and Caruana (2005) “good probabilities")

» les modéles GLM (sous certaines conditions) vérifient la propriété

d’autocalibration, Denuit et al. (2021), pas les modeéles d'apprentissage machine,
i.e.

E[Y]Y =y] =y, Wy
Lichtenstein et al. (1977), Dawid (1982) ou Oakes (1985), Gneiting et al. (2007)
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Bayésianisme et apprentissage statistique |l

Comme I'explique la page méthodologique de Scikit-learn, “Well calibrated classifiers
are probabilistic classifiers for which the output can be directly interpreted as a
confidence level. For instance, a well calibrated (binary) classifier should classify the
samples such that among the samples to which it gave a [predicted probability] value
close to 0.8, approximately 80% actually belong to the positive class."

Treés proche de ce qui existe pour quantifier I'incertitude dans les modéles
météorologiques,

“Suppose that a forecaster sequentially assigns probabilities to events. He is well
calibrated if, for example, of those events to which he assigns a probability 30 percent,
the long-run proportion that actually occurs turns out to be 30 percent", Dawid (1982)
ou “we desire that the estimated class probabilities are reflective of the true underlying
probability of the sample, Kuhn et al. (2013)
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Bayésianisme et apprentissage statistique ||

Comme I'explique Van Calster et al. (2019), "among patients
with an estimated risk of 20%, we expect 20 in 100 to have
or to develop the event”,

Underestmated isks -~
i o -

e siope =

Observed proportion

" Overestmated isks.
(imercept=-1.25
siope=1)

P si on observe que dans ce groupe, 40 sur 100 ont la 177
maladie, on a sous-estimé le risque s{i

00 02 04 08 08 10
Predicted risk

P si on observe que dans ce groupe, 10 sur 100 ont la
maladie, on a sur-estimé le risque

On peut sur-sous estimer différement pour les petits ou les
grands risques.

Observed proportion

Test de Hosmer-Lemeshow test (Hosmer Jr et al. (2013))
dans le cas logistique (a généraliser).

Predicted risk
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Bayésianisme et apprentissage statistique IV

» Estimateur Ridge, Hoerl and Kennard (1970) (régression linéaire)

On cherche f3) = argmin {(y —-XB) (y — XB3) + )\||,6||%},“équivalent" au probléme
BERP

d'optimisation sous contrainte  argmin {(y - XB) (y — X,B)}.
BERP:||Bll2<c

On va considérer le modéle suivant

y=XB+eouylX,B~N(X3,74)
B ~ N(0,721) a posteriori

L'estimateur Maximum a Posteriori (MAP) vérifie

~ 2
Buaar = argmin { (y = X80y = X8) + 1812}

BERP
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Bayésianisme et apprentissage statistique V

» Estimateur LASSO, Tibshirani (1996) (régression linéaire)

On cherche 3, = argmin {(y - XB) (y — XB3) + )\H,Bﬂl},“équivalent" (Gill et al.
BERP

(2019)) au probléme d’optimisation contraint  argmin {(y - XB8)"(y — X,B)}.
BERP:||B|l1<c

On va considérer le modeéle suivant (Tibshirani (1996) et Park and Casella (2008))

y = XB+eouy|X,B ~N(X3,0%)
B ~ L(7) a posteriori, i.e. m(8) = (1/2)Pexp [ — 7| 8]|1]

L'estimateur Maximum a Posteriori (MAP) vérifie

Buar = argmin { (v — XB)" (y — XB) + o718 |

BeRP
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Bayésianisme et apprentissage statistique VI

Tibshirani (1996) suggested that Lasso estimates can be interpreted as posterior mode
estimates when the regression parameters have independent and identical Laplace (i.e.,
double-exponential) priors

» Réseaux de neurones

Rumelhart et al. (1985), Rumelhart et al. (1986) Hertz et al. (1991) et Buntine and
Weigend (1991) ont proposé de formaliser la rétro-propagation dans un contexte
bayésien, repris par MacKay (1992) et Neal (1992).

Synthese de Neal (2012), il y a plus de 25 ans (ou plus récemment Neal (2012)
Theodoridis (2015), Gal and Ghahramani (2016) et Goulet et al. (2021))
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage |

Vieux sujet,
Shepard (1987) ou Tenenbaum (1998).

“How does abstract knowledge guide learn-
ing and reasoning from sparse data? How
does the mind get so much from so little?,
Tenenbaum et al. (2011)

Repris par Dehaene (2012) dans son cours
au College de France.

www.youtube.com > watch
la révolution Bayésienne... (1) - Stanislas Dehaene (2011-2012)

Enselgnemen( 2011-2012 : Le cerveau statisticien : la
- u ienne en sciences cognitives Cours du ma...
YouTube - Sciences de la vie - College de France - Il y a

1 semaine

W Ofreakonometrics & freakonometrics & freakonometrics.hypotheses.org

Le cerveau statisticien :la
révolution Bayésienne en
sciences cognitives

Présentation

10janvier 2012 ~ 09:30 ~
Cours

Introduction au raisonnement
Bayésien et 4 ses applications
Stanislas Dehaene

17 janvier 2012 ~ 09:30 ~
Cours

Les mécanismes Bayésiens de
I'induction chez I'enfant
Stanislas Dehaene

24 janvier 2012 ~ 09:30 ~
Cours

Les illusions visuelles : des
inférences optimales ?
Stanislas Dehaene

31janvier 2012 ~ 09:30 ~
Cours

Combinaison de contraintes et
sélection d'un percept unique
Stanislas Dehaene

07 février 2012 ~ 09:30 ~

Cours

La prise de décision Bayésienne
Stanislas Dehaene

14 février 2012 ~ 09:30 ~

Cours

Limplémentation neuronale des
mécanismes Bayésiens
Stanislas Dehaene

21 février 2012 ~ 09:30 ~

Cours

Le cerveau vu comme un systéme
prédictif

Stanislas Dehaene
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage ||

Les simplifications oppérées par le cerveau sont connu depuis longtemps, Goodman
(1955).

On a une urne contenant 100 boules, une personne tire une boule bleue, que peut-on
dire ?

A priori pas grande chose sauf si par le passé, on a observé que toutes les urnes
contenaient toujours des boules de la méme couleur. Une observation unique peut
alors étre trés informative

Permet dapprendre a apprendre, Kemp and Tenenbaum (2008), Kemp et al. (2010),
Tenenbaum et al. (2011)

Apprentissage du langage, Stolcke (1994), Watanabe and Chien (2015), Duh (2018)
ou Murawaki (2019).

Depuis Shepard (1992), de nombreuses expériences sur la vision.
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage ||
Von Helmholtz (1867) parlait de “unbewusste Schluss”, ou inférence inconsciente.

La vue est construite (plus ou moins) comme une projection, or (cf cours algebre
linéaire) les projections ne sont pas inversibles: plusieurs images pourraient avoir la
méme projection. Notre cerveau cherche I'image la plus vraisemblable

E I\l

Retinal projection

Les entrées sensorielles sont toujours ambigilies, notre systéeme perceptif doit donc
sélectionner, parmi une infinité de solutions possibles, celle qui est la plus plausible,
Ernst and Banks (2002).

Sur la vision comme processus Bayésien d'apprentissage Yuille and Kersten (2006),
Clark (2013) Moreno-Bote et al. (2011)
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage 1V

Exemple classique sur des “biais” de perception des images, par exemple les formes.

Considérons I'image ci-dessus, que voit-on 7
Classiquement, on voit 5 “trous” et 1 “bosse”
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage V

Exemple classique sur des “biais” de perception des images, par exemple les formes.

Considérons I'image ci-dessus, que voit-on 7
Classiquement, on voit 5 “bosses” et 1 “trou”
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage VI

Exemple classique sur des “biais” de perception des images, par exemple les formes.

Il s’agir pourtant de la méme figure (ayant subie une rotation de 180°. (rectangle gric
avec 6 disques avec un gradient noir/blanc). Probleme ambigu, Ramachandran (1988).
Note: notre oeil fait une inférence sur la source de lumiére (vient d'en haut, sans
aucune autre information - hypothése a priori) pour inférer la forme.
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage VII

Exemple classique sur des “biais” de perception des images, par exemple les longueurs.

Parmi les traits rouge et bleu,
lequel est le plus grand 7

W Ofreakonometrics & freakonometrics & freakonometrics.hypotheses.org 109 / 167


https://twitter.com/freakonometrics
https://freakonometrics.github.io/
https://freakonometrics.hypotheses.org/

Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage VIII

Exemple classique sur des “biais” de perception, par exemple les longueurs.

Parmi les traits rouge et bleu,
lequel est le plus grand ?

Comme le souligne Dehaene (2012), “linférence Bayésienne rend bien compte des
processus de perception: étant donné des entrées ambigiies, notre cerveau en
reconstruit linterprétation la plus probable.
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage IX

Exemple classique sur des “biais” de perception, par exemple les longueurs.

Parmi les traits rouge et bleu,
lequel est le plus grand ?

Généralement, tous les traits rouge sont vus comme plus grands que le trait bleu.
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage X

Parmi les traits rouge et bleu, 6
lequel est le plus grand ?

1151
Plusieurs études sur la perception de la taille dun objet, .
en fonction de son orientation (angle 6) f:? ol
Shipley et al. (1949), Pollock and Chapanis (1952), Cor- 3
mack and Cormack (1974) et Purves et al. (2008) a noté g e §
que le trait vertical semble 10% plus grand que le trait
horizontal. 0030 e 0 120 150 180

Orientation of a line in retinal image (deg)
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage Xl

La déformation faite par le cerveau correspond a des distributions a priori que lon peut
observer sur des images dans la nature, Howe and Purves (2002), Purves (2009),
Girshick et al. (2011) ou Purves et al. (2011) (sur la base de distances (réelles)
mesurés, par télémétrie laser et comparées au mesure sur la rétine)

1.16
1.14
112
11
1.08
1.06
1.04

Normalized mean of A

1.02
1.0

098
— —— 0 30 60 90 120 150 180

im 150 m 6 (deg)

Autrement dit, notre rétine a appris a corriger les distances percues en fonction de
I'angle d'inclinaison, dans un environnement quotidien (3d), mais continue a le
reproduire pour un dessin sur une feuille (2d).
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage Xl|

Distribution of the estimates of the dressed weight of o

particular Mving ox, made by 787 different- persons.
On peut aussi apprendre des Méthodes d’ensemble et par ag- .. || comwa
.- . . . ey W o ven O
grégation d'avis. Par exemple, deviner le poids d'une vache, st e
Cornwall, England, 1906, Galton (1907). s d o
A S S L
787 participants, x1,- - , Xp. P R
45 1197 - 10 -7 3
e . - R B A A
Prédiction unique x; v.s moyenne X, - S R A
4B 3B
n N B A S
9 . 9 1 9 9 | 1293 + 86 +90 -4
E[(5—t)’]]=(x—t)*+-> (x5 —%) CREET R
n i=1 Diagram, from the tabular values.

ou t est la vérité (“ambiguity decomposition”).

“Bayesian methods are sometimes proposed as mathematical
aggregations of expert judgements”, Hanea et al. (2021)
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage XlII

"I have approximate answers and possible beliefs and different degrees of certainty
about different things", Feynman (2005)

“Diversity and independence are important because the best collective decisions are the
product of disagreement and contest, not consensus or compromise”, Surowiecki

(2005)
Merrick (2008), Karvetski et al. (2013) sur de I'agrégation de modéles my, - - -, my,
k
m(x) = ZH;m,-(x, o)
i=1
avec des poids @ = (61, --- ,0) dans le simplexe Sx. On suppose a priori une

distribution de Dirichlet.
Voir aussi Mongin (1995, 2001), inspiré de Karni et al. (1983).
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage

Thompson sampling (ou posterior sampling et probability matching), par Thompson
(1933, 1935), et les bandits Beta-Bernoulli.

On a le choix entre K alternatives, rapportant X = (X, -, Xk), avec Xk ~ B(0x).
A priori, on suppose que 0y ~ Beta(ay, Bk). A la date t, on tire K variables Beta

(indépendantes) By ~ Beta(ak, fk), et on retient k* = argmax{By}.
k=1, K

On fait alors la mise a jour (ak«, Bk+) < (g + Xk, Brx + (1 — xpx ),
» données simulées, i.i.d., X; ~ B(72%)
» données simulées, i.i.d., Xo ~ B(24%)

a=1,po=1 0.1331
a=1,f0=1 0.1282

[ T T I I |
0 10 20 30 40 50
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage

Thompson sampling (ou posterior sampling et probability matching), par Thompson
(1933, 1935), et les bandits Beta-Bernoulli.

On a le choix entre K alternatives, rapportant X = (X, -, Xk), avec Xk ~ B(0x).
A priori, on suppose que 0y ~ Beta(ay, Bk). A la date t, on tire K variables Beta
(indépendantes) By ~ Beta(ak, fk), et on retient k* = argmin { By }.
k=1, K
On fait alors la mise a jour (ak«, Bk+) < (g + Xk, Brx + (1 — xpx ),
» données simulées, i.i.d., X; ~ B(72%)
» données simulées, i.i.d., Xo ~ B(24%)

fBoi=2.81=1 07369
or=1,p1=1 0.8081

[ T T I I |
0 10 20 30 40 50
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage

Thompson sampling (ou posterior sampling et probability matching), par Thompson
(1933, 1935), et les bandits Beta-Bernoulli.

On a le choix entre K alternatives, rapportant X = (X, -, Xk), avec Xk ~ B(0x).
A priori, on suppose que 0y ~ Beta(ay, Bk). A la date t, on tire K variables Beta
(indépendantes) By ~ Beta(ak, fk), et on retient k* = argmin { By }.
k=1, K
On fait alors la mise a jour (ak«, Bk+) < (g + Xk, Brx + (1 — xpx ),
» données simulées, i.i.d., X; ~ B(72%)
» données simulées, i.i.d., Xo ~ B(24%)

1 o2=2,p=1 08835
foe=1.822 0.3092

[ T T I I |
0 10 20 30 40 50
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage

Thompson sampling (ou posterior sampling et probability matching), par Thompson
(1933, 1935), et les bandits Beta-Bernoulli.

On a le choix entre K alternatives, rapportant X = (X, -, Xk), avec Xk ~ B(0x).
A priori, on suppose que 0y ~ Beta(ay, Bk). A la date t, on tire K variables Beta
(indépendantes) By ~ Beta(ak, fk), et on retient k* = argmin { By }.
k=1, K
On fait alors la mise a jour (ak«, Bk+) < (g + Xk, Brx + (1 — xpx ),
» données simulées, i.i.d., X; ~ B(72%)
» données simulées, i.i.d., Xo ~ B(24%)

1 (/.3 =3,p3=1 0.9407
0o o3=1,p3=2 0.8079
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage

Thompson sampling (ou posterior sampling et probability matching), par Thompson
(1933, 1935), et les bandits Beta-Bernoulli.

On a le choix entre K alternatives, rapportant X = (X, -, Xk), avec Xk ~ B(0x).
A priori, on suppose que 0y ~ Beta(ay, Bk). A la date t, on tire K variables Beta
(indépendantes) By ~ Beta(ak, fk), et on retient k* = argmin { By }.
k=1, K
On fait alors la mise a jour (ak«, Bk+) < (g + Xk, Brx + (1 — xpx ),
» données simulées, i.i.d., X; ~ B(72%)
» données simulées, i.i.d., Xo ~ B(24%)

1 1[J@a=3.ps=2 06529
0 ag=1,84=2 05452
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage

Thompson sampling (ou posterior sampling et probability matching), par Thompson
(1933, 1935), et les bandits Beta-Bernoulli.

On a le choix entre K alternatives, rapportant X = (X, -, Xk), avec Xk ~ B(0x).
A priori, on suppose que 0y ~ Beta(ay, Bk). A la date t, on tire K variables Beta
(indépendantes) By ~ Beta(ak, fk), et on retient k* = argmin { By }.
k=1, K
On fait alors la mise a jour (ak«, Bk+) < (g + Xk, Brx + (1 — xpx ),
» données simulées, i.i.d., X; ~ B(72%)
» données simulées, i.i.d., Xo ~ B(24%)

1 10fos=4.Bs=2 05835
0 as=1,ps=2 0.8632
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage

Thompson sampling (ou posterior sampling et probability matching), par Thompson
(1933, 1935), et les bandits Beta-Bernoulli.

On a le choix entre K alternatives, rapportant X = (X, -, Xk), avec Xk ~ B(0x).
A priori, on suppose que 0y ~ Beta(ay, Bk). A la date t, on tire K variables Beta
(indépendantes) By ~ Beta(ak, fk), et on retient k* = argmin { By }.
k=1, K
On fait alors la mise a jour (ak«, Bk+) < (g + Xk, Brx + (1 — xpx ),
» données simulées, i.i.d., X; ~ B(72%)
» données simulées, i.i.d., Xo ~ B(24%)

1 101 @=4,ps=2 0.7858
0 foe=2.8=2 04509
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage

Thompson sampling (ou posterior sampling et probability matching), par Thompson
(1933, 1935), et les bandits Beta-Bernoulli.

On a le choix entre K alternatives, rapportant X = (X, -, Xk), avec Xk ~ B(0x).
A priori, on suppose que 0y ~ Beta(ay, Bk). A la date t, on tire K variables Beta
(indépendantes) By ~ Beta(ak, fk), et on retient k* = argmin { By }.
k=1, K
On fait alors la mise a jour (ak«, Bk+) < (g + Xk, Brx + (1 — xpx ),
» données simulées, i.i.d., X; ~ B(72%)
» données simulées, i.i.d., Xo ~ B(24%)

1 101 fw=5.p7=2 08871
0 1 a7=2,p7=2 0.1643
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage

Thompson sampling (ou posterior sampling et probability matching), par Thompson
(1933, 1935), et les bandits Beta-Bernoulli.

On a le choix entre K alternatives, rapportant X = (X, -, Xk), avec Xk ~ B(0x).
A priori, on suppose que 0y ~ Beta(ay, Bk). A la date t, on tire K variables Beta
(indépendantes) By ~ Beta(ak, fk), et on retient k* = argmin { By }.
k=1, K
On fait alors la mise a jour (ak«, Bk+) < (g + Xk, Brx + (1 — xpx ),
» données simulées, i.i.d., X; ~ B(72%)
» données simulées, i.i.d., Xo ~ B(24%)

1 101 1f2e=6.B:=2 08052
0 1 ag=2,Ps=2 09383
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage

Thompson sampling (ou posterior sampling et probability matching), par Thompson
(1933, 1935), et les bandits Beta-Bernoulli.

On a le choix entre K alternatives, rapportant X = (X, -, Xk), avec Xk ~ B(0x).
A priori, on suppose que 0y ~ Beta(ay, Bk). A la date t, on tire K variables Beta
(indépendantes) By ~ Beta(ak, fk), et on retient k* = argmin { By }.
k=1, K
On fait alors la mise a jour (ak«, Bk+) < (g + Xk, Brx + (1 — xpx ),
» données simulées, i.i.d., X; ~ B(72%)
» données simulées, i.i.d., Xo ~ B(24%)

1 101 11 @=6,B9=2 05769
0 1 foo=2.8=3 06047
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage

Thompson sampling (ou posterior sampling et probability matching), par Thompson
(1933, 1935), et les bandits Beta-Bernoulli.

On a le choix entre K alternatives, rapportant X = (X, -, Xk), avec Xk ~ B(0x).
A priori, on suppose que 0y ~ Beta(ay, Bk). A la date t, on tire K variables Beta
(indépendantes) By ~ Beta(ak, fk), et on retient k* = argmin { By }.
k=1, K
On fait alors la mise a jour (ak«, Bk+) < (g + Xk, Brx + (1 — xpx ),
» données simulées, i.i.d., X; ~ B(72%)
» données simulées, i.i.d., Xo ~ B(24%)

1 101 11 a10=6,PB10=2 0.692
0 1 offe0=2,B0o=4 05244
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage

Thompson sampling (ou posterior sampling et probability matching), par Thompson
(1933, 1935), et les bandits Beta-Bernoulli.

On a le choix entre K alternatives, rapportant X = (X, -, Xk), avec Xk ~ B(0x).
A priori, on suppose que 0y ~ Beta(ay, Bk). A la date t, on tire K variables Beta
(indépendantes) By ~ Beta(ak, fk), et on retient k* = argmin { By }.
k=1, K
On fait alors la mise a jour (ak«, Bk+) < (g + Xk, Brx + (1 — xpx ),
» données simulées, i.i.d., X; ~ B(72%)
» données simulées, i.i.d., Xo ~ B(24%)

1 101 11 0110“15:94”15:4 0.5462
0 1 00 a5=2, P15 =4 0.2837
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage

Thompson sampling (ou posterior sampling et probability matching), par Thompson
(1933, 1935), et les bandits Beta-Bernoulli.

On a le choix entre K alternatives, rapportant X = (X, -, Xk), avec Xk ~ B(0x).
A priori, on suppose que 0y ~ Beta(ay, Bk). A la date t, on tire K variables Beta
(indépendantes) By ~ Beta(ak, fk), et on retient k* = argmin { By }.
k=1, K
On fait alors la mise a jour (ak«, Bk+) < (g + Xk, Brx + (1 — xpx ),
» données simulées, i.i.d., X; ~ B(72%)
» données simulées, i.i.d., Xo ~ B(24%)

1 101 11 0110100 1nuzo=11,l%zo=60.5201
0 1 00 1 oz =3, P20 =4 0.2459
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage

Thompson sampling (ou posterior sampling et probability matching), par Thompson
(1933, 1935), et les bandits Beta-Bernoulli.

On a le choix entre K alternatives, rapportant X = (X, -, Xk), avec Xk ~ B(0x).
A priori, on suppose que 0y ~ Beta(ay, Bk). A la date t, on tire K variables Beta
(indépendantes) By ~ Beta(ak, fk), et on retient k* = argmin { By }.
k=1, K
On fait alors la mise a jour (ak«, Bk+) < (g + Xk, Brx + (1 — xpx ),
» données simulées, i.i.d., X; ~ B(72%)
» données simulées, i.i.d., Xo ~ B(24%)

1 101 11 0110100 111010(125:144”25:80.7069
0 1 00 1 a5 =3, P25 =4 0.6968
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage

Thompson sampling (ou posterior sampling et probability matching), par Thompson
(1933, 1935), et les bandits Beta-Bernoulli.

On a le choix entre K alternatives, rapportant X = (X, -, Xk), avec Xk ~ B(0x).
A priori, on suppose que 0y ~ Beta(ay, Bk). A la date t, on tire K variables Beta
(indépendantes) By ~ Beta(ak, fk), et on retient k* = argmin { By }.
k=1, K
On fait alors la mise a jour (ak«, Bk+) < (g + Xk, Brx + (1 — xpx ),
» données simulées, i.i.d., X; ~ B(72%)
» données simulées, i.i.d., Xo ~ B(24%)

1 101 11 0110100 111010101 1nuso=17,|’>30=90.7365
0 1 00 1 0 azo =3, P30 =5 0.0937
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage

Thompson sampling (ou posterior sampling et probability matching), par Thompson
(1933, 1935), et les bandits Beta-Bernoulli.

On a le choix entre K alternatives, rapportant X = (X, -, Xk), avec Xk ~ B(0x).
A priori, on suppose que 0y ~ Beta(ay, Bk). A la date t, on tire K variables Beta
(indépendantes) By ~ Beta(ak, fk), et on retient k* = argmin { By }.
k=1, K
On fait alors la mise a jour (ak«, Bk+) < (g + Xk, Brx + (1 — xpx ),
» données simulées, i.i.d., X; ~ B(72%)
» données simulées, i.i.d., Xo ~ B(24%)

1 101 11 0110100 111010101 111110uss=21,l’>35=1©.6831
0 1 00 1 0 ass =3, Pas =5 0.4897
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage
On peut utiliser cette approche dans le contexte Q
du probleme de Monty Hall

» stratégie 1 : on change toujours de porte

B stratégie 2 : on ne change jamais de porte

ap =1, =1 04267
wp=T1,h=1  0.8151
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage

On peut utiliser cette approche dans le contexte
du probleme de Monty Hall

» stratégie 1 : on change toujours de porte

B stratégie 2 : on ne change jamais de porte

stratégie 2 : on garde la porte

w =1, p =1 04473
Be=2.5=1 06376
T T T T
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage
On peut utiliser cette approche dans le contexte
du probleme de Monty Hall

» stratégie 1 : on change toujours de porte

B stratégie 2 : on ne change jamais de porte

stratégie 2 : on garde la porte

az=1,p2=1 05847
1fee=2,p22 06936
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage
On peut utiliser cette approche dans le contexte
du probleme de Monty Hall

» stratégie 1 : on change toujours de porte

B stratégie 2 : on ne change jamais de porte

stratégie 2 : on garde la porte

az=1,ps=1 (5562
1oMae:=2 F:=3  0.8841
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage

On peut utiliser cette approche dans le contexte
du probleme de Monty Hall

» stratégie 1 : on change toujours de porte

B stratégie 2 : on ne change jamais de porte

stratégie 2 : on garde la porte

we=1, P =1 01631
100fe=3.8:=3 05958
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage
On peut utiliser cette approche dans le contexte
du probleme de Monty Hall

» stratégie 1 : on change toujours de porte

B stratégie 2 : on ne change jamais de porte

stratégie 2 : on garde la porte

as=1,ps=1  (.8508
1001[us=3.6:=4 03475
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage
On peut utiliser cette approche dans le contexte
du probleme de Monty Hall

» stratégie 1 : on change toujours de porte

B stratégie 2 : on ne change jamais de porte

stratégie 1 : on change de porte

fes=2.p=1 0.8951
10010 ws=3.p=4 08137
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage
On peut utiliser cette approche dans le contexte
du probleme de Monty Hall

» stratégie 1 : on change toujours de porte

B stratégie 2 : on ne change jamais de porte

stratégie 1 : on change de porte

1[1722_';7:2 0.7678
10010 ar=3, fr=4 04362
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage
On peut utiliser cette approche dans le contexte
du probleme de Monty Hall

» stratégie 1 : on change toujours de porte

B stratégie 2 : on ne change jamais de porte

stratégie 1 : on change de porte

10fe=3.8:=2 0.0995
10010 0g=3,ps=4 05224
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage
On peut utiliser cette approche dans le contexte
du probleme de Monty Hall

» stratégie 1 : on change toujours de porte

B stratégie 2 : on ne change jamais de porte

stratégie 2 : on garde la porte

101 @w=3 p=2 01208
10010 llg:3.ﬁ§:5 0.1713
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage
On peut utiliser cette approche dans le contexte
du probleme de Monty Hall

» stratégie 1 : on change toujours de porte

B stratégie 2 : on ne change jamais de porte

stratégie 2 : on garde la porte

101 wp =3 fu=2 0.9744

10010 o0fjen=3,p0=6 0.3342
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage
On peut utiliser cette approche dans le contexte
du probleme de Monty Hall

» stratégie 1 : on change toujours de porte

B stratégie 2 : on ne change jamais de porte

stratégie 1 : on change de porte

101 0 1 [Pws=5.pi=3 08949
10010 00 1 1 ws=5,ps=6 03552
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage
On peut utiliser cette approche dans le contexte
du probleme de Monty Hall

» stratégie 1 : on change toujours de porte

B stratégie 2 : on ne change jamais de porte

stratégie 2 : on garde la porte

101 0 1 11000 o©==6, fxn=6 D4B52

10010 oo 1 1 Wo==5 fx=7 03682
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage
On peut utiliser cette approche dans le contexte
du probleme de Monty Hall

» stratégie 1 : on change toujours de porte

B stratégie 2 : on ne change jamais de porte

stratégie 1 : on change de porte

101 0 1 11000 1111[fwes=11,p2s=60.8563
10010 0o 1 1 0 25 =8 fos =7 0.6137
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Le Bayésianisme comme processus d'apprentissage
On peut utiliser cette approche dans le contexte
du probleme de Monty Hall

» stratégie 1 : on change toujours de porte

B stratégie 2 : on ne change jamais de porte

stratégie 1 : on change de porte

101 0 1 11000 11111111 1f0=16, pan=607424
10010 0o 1 1 0 w0=5,fn=7 0.4709
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“Conclusion” ou résumé (succint)

P |'approche bayésienne est intéressante pour décrire
des croyances face a des évenements incertains, en
particulier si les évenements ne se produiront

qu'une fois
> le calcul bayésien peut s'interpréter comme une | USED TO BE
INDECISIVE
mise a jour de croyance ou comme un probléme BUT NOW I'M
inverse NOT SO SURE

> treés fortement lié aux graphs causaux

» permet de tenir compte d'avis d'expert, et propose
une méthdode d'ensemble

P |a modélisation bayésienne décrit I'apprentissage
tant humain que par des machines
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“Conclusion” ou résumé (succint)

MODIFIED BAYES THEOREM:

P(HIX) = P(H) x (1 + PO) = (P("“;‘) 1))

H: HYPOTHESIS

X: OBSERVATION
P(H): PRIOR PROBABILITY THAT H 15 TRUE.
P(X): PRIOR PROBABILITY OF 0BSERVING X

P(C): PROBABILITY THAT YOURE USING
" BAYESIAN STATISTICS (ORRECTLY

(via https://xkecd.com/2059/)
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