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ARTHUR CHARPENTIER, JES 2010, COPULES

“having worked out the basic properties of these functions, I wrote about them to
Fréchet, in English. He asked me to write a note about them in French. While
witting this, I decided I needed a name for those functions. Knowing the word
copula as a grammatical term for a word or expression that links a subject and a
predicate, I felt that this would make an appropriate name for a function that

links a multidimensional distribution to its one-dimensional margins, and used it
as such.” (Abe Sklar en 1959, [61], rapporté par [49]).

... mais la fonction copule apparait (presque) dans Masstabinvariante
Korrelationtheorie (Hoeffding, 1940).
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1 Introduction

1.1 De ’indépendance a la dépendance

Bayes, [7], “cvents are independent when the happening of any one of the does

neither increase nor abate the probability of the rest”.

Laplace, [40], “si les évenements sont indépendants les uns des autres, la

probabilité de ['existence de leur ensemble est le produit de leur probabilités

particulieres”.

Deux évenements A et B sont indépendants si et seulement si
P(Aet B) =P(A,B) =P(A) x P(B).
Or P(A et B) =P(A|B) x P(B), donc I'indépendance se caractérise par
P(A|B) =P(A).
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Par opposition, on dira que deux évenements sont dépendants si

P(A et B) = P(A, B) # P(A) x P(B).

Deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si, V€ = Ex X &y,
IED((X, Y) € Ex X gy) = P(X c gx,Y = 5}/) = P(X c 5)() X ]P)(Y ~ gy)

En particulier, si £ = (—o0,z] X (—00,y], Vz,y € R,

P((X,Y) € (—o0,2]x(—o00,y]) = Flz,y) = P(X < 2)xB(Y < y) = Fx(2)xFy(y).

Dans le cas des variables discretes, en considérant £ = {(x,y)}, 'indépendance se

caractérise par

P(X,Y) = (z,9)) = f(z,y) = P(X = 2) xP(Y =y) = fx(z) x fr(y).

Cette derniere relation se généralise aux densités pour des variables continues.




ArTHUR CHARPENTIER, JES 2010, COPULES

1.2 Le vecteur Gaussien

Mardia [43], “in multivariate analysis, the only distribution leading to tractable
inference is the multivariate normal”.

Définition

En dimension d, X = (X1, -, X;) admet une distribution Gaussienne si et seulement

s1, pour tout a € R?, a’ X suit une loi normale (univariée).

Un vecteur Gaussien est alors caractérisé par deux parametres, pt = [l;i]i=1.... 4
(i.e. Vespérance, E(X)) et X = [%; ;]i j=1,....a (i-e. la variance Var(X)).

Les lois marginales d’un vecteur Gaussien sont également Gaussienne, N (wu;, 2; ;).
) ) ,

La structure de dépendance est caractérisée par une matrice de corrélation,
R = [Ti’j]i’jzlj... .dy, Ou Zi,j = ri,j\/Zi,iEj,j, en notant que 1 ; = 1.
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En utilisant la décomposition de Cholesky, si X L= (Xi, -, X dL) est un vecteur

Gaussien centré réduit a composantes indépenddantes, alors X = u + AX L est
un vecteur Gaussien N (u, AA"), ol A est une matrice triangulaire inférieure,
décomposition de Cholesky de la matrice ¥ (i.e. AA" = X).

On retrouve une propriété énoncée par Rosenblatt, [55]),

f($1,332,-°-,$d) — fl(xl)'f2|1(x2‘931)‘f3|2’1($3‘932,331)~-

R fd\d—l,--' 72?1(=73d’xal—17 Tty X2, xl)'
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Remarque1
Les copules seront présentées ic1 afin d’étudier les risques multiples, 1.e. des vecteurs

aléatoires X = (X1, -+, Xyg).

Il est possible de les utiliser pour étudier des séries temporelles, ou des processus, (X;),

charactérisé par les lois fini-dimensionnelle (X;, , X;,, -+, Xz, ), o0ty <to < --- <ty.
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2 Concepts associés aux vecteurs aléatoires de RY

La loi d’un vecteur aléatoire X = (X1, -+, Xy) est caractérisée par

— sa fonction de répartition,
F(z) =P(X <@) = P(X; <y, Xy < 24), Y2 = (21, - ,24) € R

— sa densité (si elle existe)

OP(Xy <y, ,Xg <
F@) = flar, oo ag) = SRS IR S0

. Oy

Vo = (z1,--- ,2q) € RY, ou sa fonction de probabilité,
f(CC) = ]P)(Xl = X1, ,Xd = Cl?d).

— sa fonction génératrice

E (ez/X) =% (ez1X1+"'+ded) Nz = (21, ,2q) € Rd,

des lors que 'espérance existe.
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Remarque?2
Sous des hypotheses de dérivabilités, en dimension d = 1, les moments de X peuvent

étre reli€es aux dérivées de la fonction génératrice en 0, 1.e.

d"(z
E(X”):—dii) .
z=0

On peut obtenir une relation similaire en dimension d > 2, en introduisant les

co-moments,

B(X[ X7 Xy = A
1 U= d 1z=0
oun =nj + -+ ng. Les premiers moments sont donc
— un vecteur de taille d : I’espérance, [E(X;)]i=1.... 4,
— une matrice d X d : la variance, [E(X;X;)]; j=1,... .d»
— un tableau d x d x d : la skewness |E(X; X; Xx)]i j k=1.... .- €tC.
On note que travailler sur les moments d’ordre supérieur a 2 en dimension d grande va

rapidement €tre compliqué.
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2.1 Classes de Fréchet

Définition2
Soient F, - -+ , Fy d fonctions de répartition R — [0, 1]. On notera F(F1, - - - , Fy)
I’ensemble des fonctions de répartition RY — [0, 1] dont les lois marginales sont

Comme 'ont montré Fréchet et Hoeftding, les classes de Fréchet sont bornées,

Proposition1
Pour tout I € F(Fy,---,Fy),Vx € R,

F(z) < F(x) < F'(x)

FH(z) = min{F;(x;),i=1,---,d},

F~(x) = max{0, Fy(x1) + -+ Fa(xgqg) — (d — 1) }.
On notera que F* € F(Fy,--- , Fy), alors que générallement F'~ ¢ F(Fy,---
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Remarque3
Il est possible que F'~ € F(Fy,--- , Fy) alors que d > 2. Une condition nécessaire et
suffisante est d’avoir soit

d
Y Fi(wi) 1,50 < Fy(w;) <1; oti=1,--- ,d,
1=1

d
Y Fi(wi) >d—1,¥0 < Fy(x;) <1; oti=1,--- ,d.

1=1

Mais si F'~ ¢ F(Fy,---,F;), FF~ n’en est pas moins une borne atteignable.
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On peut aussi s’intéresser aux classes F(F ... i, Frt1...-.d)-
En dimension d = 3, F(F} 2, F3), cf. [30].

Avec quelques hypotheses de compatibilité, on peut considérer,
f(Fl,... N3 Fk,... ,d)~ En dimension d = 3, f(Fl’Q, Fg’g).

Cette classe est équvialente a F (7o, Fy2, F2).

Remarque1
Cette classe n’est pas vide : elle contient le vecteur obtenu en supposant X et X3
indépendants, conditionnellement a X3, 1.e.

)

F(z1,12,13) :/ Fyjo(u) Fajo(u)dFo(u).

— 00

Classes définies par les lois des paires : en dimension 3, F(Fia, Fbs, Fi3)

(moyennant quelques hypotheses de compatibilité).
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Exemple1

Soient X = (X1, X2, X3) un vecteur Gaussien centré réduit dont les corrélations
croisées sont r +e,our € [—1,1]ete € [0,1 —r],et Y = (Y1, Y5, Y3) dont les lois
marginales sont des lois NV (0, 1), et telle que

P(Y1 <y1,Ye <o, Y3 <y3) = P(y1)P(y2) P (y3) [1+0(1—2(y1) (1 —P(y2) (1—D(y3)]

On supposera les vecteurs X et Y indépendants. Alors

T €
Z = (Z17227ZS> — T+€(X17X27X3) =+ T+€(Y17Y27Y3)

est un vecteur dont les couples (X;, X ;) suivent des lois Gaussiennes bivariée de
corrélation r ( [37] ou [42]).
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2.2 Symmétrie, échangeabilité et indépendance
conditionnelle

Un vecteur aléatoire est dit symmeétrique si la loi jointe est invariante par
permutation des composantes,

Définition3

Soit S (n) la classe des permutations de {1, ...,n}. Si X = (X1, ..., X,,) est un vecteur
tel que

L
(Xa(l), ...,Xa(n)) = (Xl, ,Xn) Vo eS8 (n) ;

alors X sera dit n-échangeable, ou symmétrique.

De maniere équivalente, X sera dit symmétrique si
HX £ X VHeP(n),

ou P (n) désigne ’ensemble des matrices n x n de permutation.

L’échangeabilité est aussi appelé interchangeabilité. [6] disait des risques
échangeables qu’ils étaient “indistingables”.
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Définition4
Un suite finie de variables aléatoires { X1, ..., X, } est dite échangeable si

(X1, Xn) £ (Xo1),o0r Xor(m))

pour tout permutation o de {1, ..., n}. Plus généralement, une suite infinie { X7, X5...}

de variables aléatoire est dite échangeable si

(X1, X2,..) £ (Xo1), Xo2), --.)

pour tout permutation finie o de N* (i.e. Card {i,0 (i) # ¢} < 0).
Définition5
Une suite n-échangeable (X;) sera dite m-extensible ( pour m > n) si

(X1,..., X}p) £ (Z1, ..., Zn) ou (Z;) est une suite de variables m-échangeable.
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Exemple2

Soit X, ..., X,, une séries de variables al€atoires telles que

Var (X;) = 0° et cov (X;, X;) = po?,

pour toutz = 1,...n, et j # 7. Alors

< Var <i X7;> — zn:VaT (X5) + ZCO’U (Xian)

17
no® +n(n—1) po?,

et de plus;
1

> — )
p= n—1

— I’échangeabilité implique une dépendance positive.
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Théoréme de de Finetti (|4]) : les mesures échangeables peuvent étre écrites

comme des mélanges de mesures produits : il existe S telle que pour tout A;,
P(Xl c Al, ey Xy € An|8) = P(Xl < A1|S) X ... X P(Xn c An|8) .

Théoremei
Soit X7, Xo, ... une suite échangeable, alors il existe O telle que, sachant O les X; sont
indépendants.

Corollaire1

Soit X1, Xo, ... une suite €échangeable de variables suivant une loi de Bernoulli, et notons
Sn = X1 + .... + X,,. Alors la distribution de 5,, est un mélange de lois binomiales, i.e.
il existe une loi H définie sur [0, 1] telle que

Exempled

Survenance de castrophes, ct. polycopié€.
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2.3 Lois sphériques et elliptiques

On peut aussi définir une invariance par rotations (centrées sur l'origine pour des
vecteurs centrés).

Définition6

On dira que X a une distribution sphérique si

HX £ X VH € O (n),

ou O (n) est I’ensemble des matrices n x n orthogonales (i.e. H'H = I).
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Exemple4
La distribution AV (0, I) est sphérique.
Remarque?2

Plusieurs caractérisations des distributions sphériques sont possibles (cf. [24]),

1. HXéXpourtoutHE O (n),

2. la fonction caractéristique de X est de la forme E(eit X) : ¢ — ¢ (¢'t),

p . L < . , . ..
3. X admet la représentation X = RU ou R est une variable al€atoire positive,
indépendante de U, vecteur uniformément distribué sur la sphere unité€ de R",

4. pour tout a € R", a’ X £ |a|| X; pour touti =1, ..., n.

En reprenant la construction du vecteur Gaussien N (u, 3) a partir du vecteur
Gaussien centré, & compostantes indépendantes, N (0,1), on dira que X a une
distribution elliptique si X £ 1w+ AY ou Y a une distribution sphérique, ou
AA" =¥ : aussi, X aura une distribution elliptique de parametres pu, > = A’A et

¢ (caractérisant la distribution sphérique sous-jacente).

Il existe la aussi plusieurs caractérisations de ces distributions sphériques, en
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particulier, X admet une représentation de la forme X £ 1+ RAU ou R est une
variable positive, indépendante de U uniformément distribuée sur la sphere unité
de R", et A vérifie AA" = .

Exemple5

La distribution ¢ de Student, de parametres v > 0, p et 32, est obtenue comme loi du
vecteur j + Ay/mZ /S, ot Z ~ N (0,1) et S ~ x? (v) sont indépendant. La densité de
la lo1 £ de Student, de parametres v, p et 3, est alors

I'((n+m)/2) 51/
(Wm)n/QF(m/2)‘ | (

z I+~ (@ —p) S (@ — )

m

>(n—|—m)/2

(pour reprendre les notations de [24]). Cette densité est représentée sur la Figure 1}

Notons que si m = 1, on retrouve la lo1 de Cauchy multivariée. On notera que si v > 1,
p correspond a I’espérance de X, et que si v > 2, — 3 correspond a la matrice de

variance-covariance de X.
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FIGURE 1 — Exemples de densités ¢ de Student, avec en haut, de gauche a droite,
(r=01,v=4)et (r=0.9,v=4),een bas (r=0.5,vr=4) et (r =0.5,v = 10).
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2.4 Modélisation des portefeuilles homogénes de crédit

cf. KMV (see [15]) ou CreditMetrics ([33]), modélisation des défauts joints dans

un portefeuille d’émetteurs obligataires.

Considérons m émetteurs, que 1’on suit sur un horizon temporel donné T’

(classiquement une année).

Soit Y; 'indicateur du défaut de I’émetteur ¢ a horizon T', i.e. Y; = 1 si

I’entreprise ¢ fait défaut avant la date 1T', et Y; = 0 sinon.

Dans les modeles latents, on suppose qu’il existe X = (X7, ..., X;;,), & marges
continues et des seuils Dy, ..., D, (en dessous desquels les compagnies sont en
faillite, et font défaut).

Y; = 1{X; < D;}, i.e. la probabilité de défaut pour I’émetteur 7 s’écrit

pi=PY;=1)=P(X; <D;)=F;(D;), pouri =1,....m.
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Approche classique,

X ~N(0,X), distribution Gaussienne

X ~t,(0,%),distribution Student ¢
ou X est une matrice de corrélation, avec une unique corrélation croisée p > 0,
telle que X soit échangeable. Les seuls sont fixés, et donc, Y est échangeable.

Ces modeles de mélange ont été intensivement utilisés car ils permettent

d’obtenir des modeles facilement interprétables.

Supposons que le vecteur des indicatrices de défaut Y suit une mélange

échangeable de Bernoulli, i.e. il existe © a valeurs dans |0, 1] telle que,

conditionnellement a © les variables Y7, ..., Y,, soient i.i.d., Bernoulli, de

parametre O, i.e.

p = P (un défaut) = P (V;

pr = P (k défauts) = P (Y;

11

—1,....Y;
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ou II est la distribution de la variable de mélange ©. Afin de construire un

modele, plusieurs lois peuvent étre considérées

[ 1oi Beta : 7 (q) = ﬁ(a,ﬁ)_l ¢ 11— q)ﬁ_1 , o, 3> 0.

Probit-normal : =1 (0) ~ N (p, 0?)
Logit-normal : log (©/ (1 — ©)) ~ N (p,c?)

\
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Probit model in dimension 1 Probit model in dimension 2

DEFAULT (1) DEFAULTS

Value of company (2)

@)

S11Nv43a

O_OO (0]¢]

I [ [
-2 0 2

Value of the company Value of company (1)

FIGURE 2 — Modélisation probit du risque de défaut.
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3 Les copules

La notion de copula a été introduite par Sklar en 1959, motivé par les travaux de

Fréchet dans les années 50.

Les copules sont aussi été appelées “fonction de dépendance” par Deheuvels en
1979 ([17]), ou “représentation uniforme” par Kimeldorf et Sampson en 1975
(138]).

Remarque4

Les copules sont apparu chez Hoeffding, mais au lieu de considérer des lois uniformes
sur |0, 1], il considere des lois uniformes sur [—1/2, 4+1/2].
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3.1 Les copules en dimension 2

Définition7
Une copule C : [0,1]° — [0, 1] est une fonction de répartition dont les lois marginales

sont uniforme sur [0, 1].

De maniere équivalente, on a la charactérisation suivante

Théoreme?2

Une copule C : [0,1]? — [0, 1] est une fonction qui vérifie les trois conditions suivantes
— C(u1,0) = C(0,uz) = 0 pour tout uy,us € [0, 1],

— C(u1,1) = uy et C(1,us) = ug pour tout uy, us € [0, 1],

— (' est une fonction 2-croissante, 1.e. pour tout 0 < u; < v; <1,

C(Ul,vg) — C(Ul,U2> — C(Ul,vg) —+ C(ul,ug) Z 0.

Les deux premieres conditions se traduisent graphiquement par les conditions de
bords de la Figure
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Borders of the copula function

1.4

1.2

1.0

101.2
0.8

0.6
0.4
0.0 0.2
-0.2°°

°°.
@ |
©
< |
<
3
o
|
=
2 |
o
T

-0.2 0.0 0.2 04 06 08 1.0 1.2 1.4

FIGURE 3 — Conditions de bord d’une copule en dimension d = 2, C'(u1,0) =
C(0,u2) =0, C(uy, 1) = uy et C(1,uz) = us.
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Si C' est la copule associée a un vecteur aléatoire (X1, X3), alors C' couple les

fonctions de répartition, au sens ou
P(X: <1, X2 <29) = C(P(X1 < 21),P(X2 < 29))

Il est aussi possible de coupler les fonctions de survie, au sens ou il existe une

copule C™* telle que
P(X >z,Y >y)=C*(P(X >z),P(Y > y)).

On montre aisément que

C*(ul,u2) = U1 + Uy — 1 —|—C(1 —u1,1 —UQ).

Définition8
La copule de survie C* associée a la copule C' est la copule définie par

C'*(ul,ug) = U1 + Uy — 1 —I—C(l —ul,l —UQ).
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Si X est un vecteur a compostantes continues, de loi F' € F(Fy, Fy), sa copule est

donnée par

C(ut,us) = F(F7 (ur), By Hus)), Vur, ug € [0,1].

Notons que C est alors la fonction de répartition du vecteur U = (U, Us) ot
U, = F;i(X;),1=1,2.

De maniére générale, en notant h~! I'inverse généralisé d'une fonction h: R — R
montone, définie par h™1(t) = inf{z, h(z) > t,t € R}, la copule

C(ui,us) = F(F7 (u1), F5 *(usz)) est une copule du vecteur X.

Exemple6

Soit { X1, -+, X, } un échantillon i.i.d. de loi F', et notons X;.,, la i€me plus grande
valeur. Rappelons que les fonctions de répartition de X;.,, = min{ Xy, -+, X, } et
Xn.n = max{ Xy, -+, X, } sont respectivement données par

Fio,(x)=1-[1—-F(x)]" et F,., () =[F (z)]" pour tout z,
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et de plus, la fonction de répartition du couple est donnée par

F(z)" = (F(y) - F(z)" ,siz<y

Fl,n(ﬂj,y): n .
F (y) , stz >y

On en déduit alors que le copula du coupe (X1.,,, X;,.p, ), noté C,, est de la forme suivante

v—(vl/”+(1—u)1/n—1) ,sil—(l—u)l/n<v1/”

Y

v csil—(1—w)" >t/

appelé copule min-max par [57].

On notera que les copules sont des fonctions continues. Plus précisément, elles
vérifient une condition de Lipschitz : pour tout 0 < w;,v; <1,

1C(ur,uz) — C(vy,v2)| < |up — v1| + |ug — val.
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3.2 Les copules en dimension d > 2

La propriété de croissance de la fonction de répartition est liée a la propriété de
n-croissance, qui s’interprete comme le fait que

Px1 < X1 <y1,., g < Xg <9ygq) >0 pour X = (Xq,..., Xy) de loi F, pour tout
x <y (au sens x; < yi.

Définition9

Une fonction h : R — R est dite d-croissante si pour tout hyper-rectangle [a, b] de RY,
Vi (la, b]) > 0, ou

Vi, ([a,b]) = A2k (t) = A2 Al A2 AP R (t)

aq—1°

pour tout ¢, ou

(t) ::}L(tl,”.,tﬂ_l,bi,t¢+1,.“,tn) ——fz(tl,“.,tﬁ_l,ai,t¢+1,”.,tn).
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Increasing functions in dimension 3

FIGURE 4 — La notion de 3-croissance : on somme la valeur aux différents sommets

de I’hyperrectangle, avec un signe positif ou négatif.
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Définition10

Une copule en dimension d est une fonction de répartition sur [0, 1]¢ dont les lois

marginales sont uniformes sur [0, 1].

De maniére équivalente, les copules sont des fonctions C : [0, 1]¢ — [0, 1] telle que

pour tout 0 < u; <1 pour tout ¢ = 1, ..., d les conditions suivante sont vérifies,
C(l, cony 1, Uy, 1, ceny 1) = Uy,

C’(ul, ceey Ug—1, O, Ui41y--ey ’LLd) = O,
(' est d-croissante.
En fait les équations |3| et [4| implique que les marges sont uniformément répartie

sur [0, 1]. De plus, C' est croissante par marges, avec une plense une propriété de

Lipschitz, garantissant la continuité de la fonction C' (comme en dimension 2).

Le résultat le plus important sur les copules est le théoreme de Sklar (|60] ou
149]),
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Théoreme3 1. Si C est une copule, et F1, ..., F; des fonctions de répartition

univariées, alors pour tout (z1, ..., z4) € R,

F(:cl,...,xn) :C(Fl(flfl),...,Fd(ZUd» <6)

est une fonction de répartition de F(F1, ..., Fy).

2. Réciproquement, si F' € F(Fy, ..., Fy), il existe une copule C' satisfaisant I’équation
6] Cette copule n’est pas forcément unique, mais si les lois marginales F, ..., Fy
sont continues, elle le sera, avec, pour tout (uy, , ..., uq) € [0,1]%,

C(ury oy ttg) = F(F,  (ur), ooy F ' (ug)), (7)

ou les fonctions quantiles Fl_l, ..., F1 sont les inverses généralisés (continues a

gauche) des fonctions Fj.

Ce théoreme a permis de motiver 'utilisation des copules en tant que “fonctions
de dépendance”, permant de capture des propriétés de dépendance invariants par
changement d’échelle,
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Proposition2
Soit (X7, ..., X4) un vecteur aléatoire de copule C. Soient ¢1, - , dg4, ¢; : R — R des
fonctions continues strictement croissantes, alors C' est la copule du vecteur

(61(X1), .-, Pa(Xa))-

Une démonstration de ce résultat se trouve dans [37], ou [22], dans un cadre plus
général : en effet, notons que ’hypothese de continuité des ¢; n’est pas nécessaire
si les X, sont continues.

Définition11

Soit C' une copule, alors la fonction

d
C*(ur,onug) = _ | (=DF Y O, 11—, L1 =y, 1 1) |
= i1, sik

k=0
(8)
pour tout (uq, ...,uq) € [0,1] x ... x [0, 1], est une copule, appelée copule de survie, ou

copule duale, de C.
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Si (Uy, ...,Uy) a pour fonction de répartition C, alors C* est la fonction de

répartition du vecteur (1 — Uy, ...,1 — Uy). Et si

]P)(Xl <zT1, - ,Xg< Qfd) — C(P(Xl < 5131)7 Tt 7P(Xd < md))a

pour tout (z1,---,xq) € R, alors

P(Xl > T, , Xg > ZE‘d) — C*(P(Xl > 561), R ,]P)(Xd > .Cl?d))
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3.3 Propriétés de ’ensemble des copules

Proposition3
La classe des copules est convexe, i.e. si {Cy, 0 € =} est une famile de copules, et que H
est une distributonsur =, alors

C(x1,...,%p) = /:C’g (1, .y Tn) dH (0)

[S—

est une copule.

Une preuve de se résultat peut étre trouvé dans |49].

Exemple7
Les fonctions C(uy, -+ ,ug) = Hle u; et Ct(uy, -+ ,uqg) = min{uy, -+ ,uq}, sont

des copules (respectivement la copule indépendante et la copule comontone, appelée
aussi borne supérieure de Fréchet-Hoeffding), et pour tout o € [0, 1],

Cluy, - ,uq) = ozC’L(ul?--- ,uq) + |1 —a]C’+(u1,--- L Ud ) s

est une copule.
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3.4 Copules, quasi-copules et semi-copules

3.4.1 Quelques définitions

La notion de d-croissance correspond a avoir une masse positive sur tout

hyperrectangle, i.e.
P(U € |a,b]) > 0,

ou [a, b] = [CLl,bl] X oo X [ad,bd].
D’autres notions de “croissance” ont été définie dans la littérature.

Une condition plus faible est de supposer une relation de ce genre mais
uniquement pour les hyperrectangles touchant un bord, i.e. il existe
ie{l,---,d} tel que a; =0 ou b; = 1.

Comme ’a montré [3], cette condition est équivalente a demander une croissance

par composante, et que la condition de Lipschitz soit vérifiée.
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Définition12
Une fonction @ : [0, 1] — [0, 1] est une quasi-copule si pour tout 0 < u; < 1,
i=1,---.d,
Q(l, cony 1,u1;, 1, cony 1) — U4,
Q(ul, ...,ui_l,O,UH_l, ...,ud) — O,

s+ Q(ut, ..., Ui—1,8,Uit1, ---, Ug) €St une fonction croissante, pour tout 7, et

’Q(ula”' 7ud)_Q(vly'” ,’Ud)‘ S ’ul_vl‘_l_"'—'_’ud_vd‘-

Exemple8

Les copules sont des quasi-copules. De plus, C'~ qui n’était pas une copule est en

revanche une quasi-copule.

Les quasi-copules sont intéressantes car elles apparaissent naturelles des que 1'on

cherche des bornes a des ensembles de copules.
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Proposition4
Soit C un ensemble non vide de copules (éventuellement fermé), et notons C~ et CT les

bornes de C, au sens ou
C~(u) = inf{C(u),C € C} et C*(u) = sup{C(u),C € C}.

Alors C~ et CT sont les meilleurs bornes possibles pour C, mais en général, C~ ¢ C et

CT ¢ C, et ne sont générallement pas des copules. En revanche, C~ et C™ sont des

quasi-copules.

Remarqueb

Cette facon d’écrire les quasi-copules (comme des bornes inférieures) d’ensembles de
copules rappelle la construction des capacités comme des bornes inférieurs d’ensemble

de probabilités.
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Définition13

Une fonction S : [0, 1]¢ — [0, 1] est une semi-copule si pour tout 0 < u; < 1,

1 = 17 ce 7d,
S(l, ceny 1,ul-, 1, cony 1) — Uq,

S(ul, ey Uj—1, O, Uj4-1y +eey ud) — O,

et s — S(Upy .oy Ui_1,8, Uja1, ..., ug) sur [0, 1].
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Exemple9
Soit ‘H I’ensemble de fonctions de distorsion, continues, strictement croissantes

0,1] — [0,1] tellesque h (0) =0eth (1) = 1.

On notera que h € H si et seulementsi =1 € H

i.e. (H, o) est un groupe, ou o est I’opérateur de composition.
L’élément neutre est la fonction identité sur [0, 1].

Pour tout h € H et C' € C (I’ensemble des copules), posons
\Ifh (C) (ul,u2) — h_l (C (h (ul) , h (’LLQ))),VO S U1, U2 S 1.

On parlera de H-copule. Les H-copules échangeables sont des semi-copules.

Uy (O L) est une quasi-copule si et seulement si — log h est convexe.

Dans ce cas on peut écrire
C(u,v) =h™" (h(w) h(v)) =¢"" (¢ (u) + ¢ (v)),

ou h € H est le générateur multiplicatif, et ¢ = — log h le génrateur additif.
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Remarque6
Comme 1’a montré [5], la famille S est stable par distortion, au sens ot ¥, (C') € S,
pour tout C' € S et h € 'H. Mais cette propriété n’est pas vérifiée pour I’ensemble des

copules C.

Définition14

Une capacité sur un espace ({2, .4) est une fonction d’ensemble v : A — [0, 1] telle que
v(0)=0,v(Q) =1,etsi A C B,alors v (A) < v (B). De plus, la capacité v est
convexe si et seulement si pour tout A, B, v (A) +v (B) <v(AUB)+v(ANB).

(cf. la présentation de J.M. Tallon), les capacité sont des notions plus faibles que

les probabilités.
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3.5 Simulations aléatoires et copules

Les copules sont des lois de vecteurs dont les marges sur uniformément réparties
sur [0, 1].

Or la simulation de lois repose sur les générateurs de nombres aléatoires (les

fonctions Random) qui géneérent précisément des variables uniformément réparties
sur [0, 1].

Plus précisément, on impose deux conditions aux générateurs de nombres
aléatoires,

— qu’ils génerent des nombres uniforméments distribués sur [0, 1],

— que des appels consécutifs de fonctions Random génerent des variables

indépendantes.

on sait générer U+ = (Ui, ..., U +) que l'on va utiliser pour simuler ici un vecteur

U = (Uy,...,Uz) dont la loi soit une C, supposée dérivable.
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L’idée naturelle est d’utiliser la décomposition a 1’aide des lois conditionnelles
itérées
PU; <uy,...,Ug<ug) = PUz<uglUs <wuy,...,Uj_1 <wug_1)
XP(Ug—1 < ug—1|U; <wuqy...,Uj—o <ug_2)
X ..
xP(Us < us|U; < up,Us < ug)
XP(Us < ug|U; < up) x P(Uy < uq).

En commencant par la fin, P(U; < u1) = w1 puisque U; suit une loi uniforme.

Ensuite, notons que
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P(Uy < ug|Uy = uy)
P(UQS”LLQ,Uggl Ud§1|U1:’LL1)

}ILHI%)IP)(UQ < Ug,Ug < 1 Ud S 1‘U1 c [ul,ul + h])

i Pluy <U; <up+h, Uz <u,Us<1,...U; <1)
h—0 P(Ul c [ulaul =+ h])

lim

P(Ul§u1+h,U2§u2,U3§1,...Ud§1)—P(Ul SUl,UQSUQ,UgS]. c.

h—0 P(Ul — [ul,ul -+ ]’L])

h 1.....1) — 1.....1
lim Clun +hyup, 1,00 1) = Clug,up, 1,0 1) — oc¢ —C(uy,ug,1,...,1).
h—0 h 6’11,1

Et de maniere plus générale, nous aurions

ak—l

P(Uk § Uk’Ul = U1, .. .,Uk—l — uk—l) — ou aUk
1« —1

C(ul,...,uk,l,...,l).

Nous avons alors un algorithme simple pour générer U = (Uy, .., U, ) suivant C' a
partir d’un vecteur U+ = (Ui, ..., U j) (généré a partir d’appels successifs de
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fonction Random),

— générons U; uniformément sur |0, 1],
Uy — U1L
— générons U, suivant la loi conditionnelle 9;C(+|uq),
ug — [01C(-Jur)] (Us),

— générons Uy, suivant la loi conditionnelle 0; . ;—1C(-|u1, ..., urp—1),

Uk < [81,...,16‘—16("?1’17 °"7uk—1>]_1(U]i_)7
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Exemple10

On retrouve ici I’'1dée implicite de 1’utilisation de la décomposition de Cholesky : on

génere un vecteur gaussien centré réduit a composantes indépendantes, X + puis on

pose X = u+ AX L, ol A est une matrice triangulaire triangulaire inférieur telle que
AA' = X, qui permet de générer un vecteur N (g, ).

Aussi, en dimension 2, pour générer un vecteur centré-réduit de corrélation r € (—1, 1),
on pose

— pour la premiére composante x; = Xi-,

— pour la seconde x5 = rz1 + V1 — 1r2X5.
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[ I I I I 1 [ I I I I 1
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Exemple11
Considérons la copule de Clayton (en dimension d = 2,
C(ur,uz) = (uy® +uy® — 1)~ ot aw > 0. Alors (U, Us) a pour distribution C si et

seulement U; suit une loi uniforme sur [0, 1] et que Us|U; = w1 a pour loi conditionnelle
P(UQ < UQ‘Ul — ul) — 620<U2"U,1> — (]. + U?[u;a — 1]>—1—1/a.

[ algorithme pour générer une copule de Clayton est alors de la forme suivante,
— générons U uniformément sur [0, 1],

U1 <—U1L,

— générons U, suivant la loi conditionnelle 05C (-|u),

uz — [0 (UF) = (U0 —1jure +1)

Un example de simulation de copule de Clayton peut se visualiser sur la Figure suivante,
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[ I I I I 1 [ I I I I 1
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0

Distribution de U Distribution de V
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Uniform margins Standard Gaussian margins
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Exemple12
En fait, plus générallement, il est possible de trouver un algorithme simple pour générer

une copule Archimédienne. Pour cela,
— générons Uy uniformément sur |0, 1],

up — UL,
— générons U suivant la loi conditionnelle 0>C (-|u),

uz — ¢~ (¢ () — d(ur)),

ot u=¢' (¢ (u1)/Us).
Notons que [31] ont proposé d’utiliser le fait que C' (U, Us) et p(Uy)/[o(Ur) + ¢(Us)]
=t

— ¢(t)/¢'(t), etla

sont deux variables indépendantes, la premiere de loi K, ou K (t)

seconde est uniforme sur |0, 1]. Aussi,
— générons U de lo1 K

u— KH(Up),

— posons
ur < ¢~ Uz o(u)) et ug < ¢~ ([1 — Uy Je(u)).
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4 Les familles usuelles de copules

Avant de présenter les copules paramétriques les plus usuelles, on appelera C* la
copule indépendante,
Définition15

On appelera copule indépendante C' la copule définie par

d
C’L(ul,...,un) :ul---ud:Hui (g, eeey Us)).
i=1

Remarque?
Soit X € F(Fy,---,F,;).Onnotera X~ € F(Fy,---, Fy) un vecteur dont la copule

est C'+. On dira qu’il s’agit d’une version indépendante de X .
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4.1 Les bornes de Fréchet-Hoeffding et la comonotonie

La famille des copules est bornée : pour toute copule C,
C’_(ul, ceny ud) S C’(ul, ceny ud) S C+<’LL1, ceey ud),

pour tout (uy,...,uq) € [0,1] x ... x [0, 1], ou

C™(ut,y..,ug) = max{0,uy + ... +ug — (d— 1)} et O (uq, ..., uq) = min{uq, ..., ug}.

Les bornes sont appelées bornes de Fréchet-Hoeffding. On notera que si CT est
une copule, en revanche C'~ est une copule uniquement dans le cas d = 2.
Définition16

La copule comonotone C'T est définie par C' (uy, ..., ug) = min{uy, ..., ug}.
Définition17

LLa borne inférieure de Fréchet C'~ la fonction définie par

C~(ug,...,uq) = max{0,u; + ... + uqg — (d — 1)}. En dimension d = 2, C~ sera
appelée copule anticomonotone.
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Remarque8
Soit X € F(Fy,---,F;).Onnotera X € F(Fy,--- , Fy) une vecteur dont la copule

est CT. On dira qu’il s’agit d’une version comonotone de X . De maniére similaire, en

dimension d = 2, on notera X ~ € F ([}, F5) une version anticomonone de X.

FIGURE 5 — Copule anticomontone, copule indépendante, et copule comonotone,

en dimension d = 2.
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Propositiond 1. Sid = 2, C~ est la fonction de répartition du couple (U,1 — U) ol

U est uniformément distribuée sur |0, 1].

. (X1, X2) apour copule C'~ si et seulement s’il exsite ¢ strictement croissante et )

strictement décroissante telles que (X7, X3) £ (p(Z),¥(Z)) ou Z est une variable

aléatoire.

. C est la fonction de répartition du vecteur (U, ..., U) ot U est uniformément
distribuée sur [0, 1].

. (X1, ..., X,,) apour copule C si et seulement s’il existe des fonctions ¢;

strictement croissantes telles que (X1, ..., X,,) £ (p1(Z),y .., pn(Z)) OU Z est une

variable aléatoire.

. [49].
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Exemple13
Ces bornes sur les copules peuvent en fait fournir des bornes sur certaines quantités. En
particulier, si d = 2, et que ¢ : R — R est 2-croissante, alors pour tout

(Xl,X2> ~ F(Fl,FQ)

E(op(Fy  (U), Fy ' (1= 1)) < E(¢(X1, X2)) < E(o(Fy (U), By (V))),

ou U est uniformément répartie sur [0, 1] (cf. [62]).

Exemple14

s1 X1 et X5 sont comonotones, ainsi que X et X3, X7 et X3 peuvent ne pas €tre

comonotone. Par exemple, si

(X1,X2,X3) = (1,1,1) avec probabilité 1/4,
(1,2,3)
(3,2,1) avec probabilité 1/4,
( )

3,3,3) avec probabilité 1/4,

avec probabilité 1/4,

alors X, et X3 sont indépendants.
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Exemple15

s1 X1 et X5 sont comonotones, et que X et X3 sont indépendants, X et X3 peuvent ne

pas étre indépendants. Aussi, par exemple, avec

(X1,X5,X3) = (1,1,3) avec probabilité 1/4,

(1,1,3)

(2,1,1) avec probabilité 1/4,
(2,3,3) avec probabilité 1/4,
(3,3,1) avec probabilité 1/4,

X1 et Xo sont comonotones, Xo et X3 sont indépendants, et X et X3 sont indépendants.
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4.2 Les copules elliptiques

Définition
Soit X ~ &(pu, X, g), et F, la distribution des variables X;/,/3; ;. On appelle copule
elliptique de parametres X et g la distribution du vecteur

ol 2 A1 E X2 AU A bl Ad
ARV IR AR W5 PP B W5 S o
Exemple16

Soitr € (—1,41), alors la copule Gaussienne de parametre  (en dimension 2) est

1 & Hur) P (uz) r2 _ 27“:1:y—|—y2
C = dxd
=g [ [ e () e

ou P est la fonction de répartition de la lo1 normale centrée réduite

o) = /_xoo Nor
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Exemplel7

Soit r € (—1,+1), et v, alors la copule de Student de parametres r et v est

;' (u1) ;(u2) 1 (2 +1 2 _ 9 2\ ~z 1!
/ / (+1) (1+ S ) dudy.
/1 —r2 T (%) v(l —1r?)

ou 7}, est la fonction de répartition de la lo1 de Student (univariari€e) a v degrés de

libertés, 1.e.
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4.3 Les copules Archimédiennes

4.3.1 Les copules Archimédiennes strictes en dimension 2

Définition18
Soit ¢ une fonction décroissante convexe sur (0, 1] — [0, oo] telle que ¢(1) = 0 et
¢»(0) = oo. On appelera copule Archimédienne stricte de générateur ¢ la copule définie

par

Clur,uz) = ¢~ (p(w1) + d(uz)),  wi,ug € [0,1].

Exemple18

Soit ¢(t) = t* — 1; la copule associée est la copule de Clayton.

Notons que le générateur n’est pas unique, en particulier en multipliant par une

constante. Les copules Archimédiennes sont des copules symmeétriques, au sens ou

C(ul,u2) = C(’LLQ,Ul).
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Exemple19

I1 est aussi possible de chercher des copules Archimédiennes vérifiant une propriété de

symmétrie radiale, i.e. C'(u1,us) = C*(uy,us). Ceci n’est possible que si
e —1
¢(t) = log

Remarque9
Certains (e.g. [45] ou [21]) préfere une présentation multiplicative,

. Il s’agit de la copule dite de Frank ([26]).

6—04 —

C(Ul,UQ) = h_l[h(ul) . h(UQ)]

On retrouve la forme précédante en posant h(t) = exp|¢(t)], ou réciproquement

¢(t) = h(log(t)).
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Remarque10
Une autre caractérisation des copules Archimédienne peut se faire a 1’aide de la fonction

de Kendall,
K(t)=P(C(U,Us) <t)=t—At) ou A(t) =

et ou (Uy, Us) a pour loi C'. De fagon réciproque,

r-enl [ 25)

ou ty € (0, 1) est une constante arbitraire (nous avions noté que les générateurs étaient

définis a une constante multiplicative pres. Cette fonction est particulierement en

inférence statistique.
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on peut généraliser en autorisant ¢(0) < oco.

Définition19

Soit ¢ une fonction décroissante convexe sur (0, 1] — [0, co] telle que ¢(1) = 0.
Définissons I’inverse de ¢ par

dp~1(t) , for 0 <t < ¢(0)
0 , for ¢(0) < t < 0.

¢~ (t)

On appelera copule Archimédienne de générateur ¢ la copule définie par
Cu1,ug) = ¢~ (¢(ur) + d(u2)), uy,uz € [0,1].

Les copules Archimédiennes non strictes présente un ensemble nul
{(u1,u2), d(u1) + ¢(uz) > 0} non vide, pour lequel

P((Uz,Uz2) € {(u1,u2), d(u1) + ¢(uz) > 0}) = 0.
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Cet ensemble est majoré par une courbe nulle, {(u1,usz), ¢(u1) + ¢(us2)

masse

_ ¢(0)
¢'(0%)

P((U1,Uz) € {(u1,uz2),p(u1) + ¢(uz) = 0}) =

qui est non nulle des lors que —¢'(07) est finie.

Exemple20

Soit p(t) =t* — 1,0t @ € [—1,00), avec le cas limite ¢p(t) = —log(t) sia = 0;la
copule associé€e est la copule de Clayton. Le générateur est strict s1 a > 0.
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2 (t) range 6

L9 -1 [—1,0) U (0, o0)

(1 — )¢ [1, o0)
Ing [—1,1)
(—logt)? 1, o0)

e_et—l

6_0—1
—log{1l — (1 — )9}

— log (—o00,0) U (0, c0)

[1, 00)
(0, 1]
[1, 00)

—log{0t + (1 — 0)}
1—t
1+(0—1)¢t

log(l1 — O logt)

log(2t—?% — 1)
log(2 — t%)
(+ —1)°

(1 — log t)‘9 -1

(t—l/e . 1)9
(1— ¢1/6)6

(£ + 1)@ — 1)

(0, 1]
(0, 1]
(0, 1/2]
[1, o0)
(0, o)
[1, o0)
[1, o0)
[0, o0)

Clayton, CLayToN (1978)
Ali-Mikhail-Haq
Gumbel, GUuMBEL (1960), HOUGAARD (1986)

Frank, FRANK (1979), NELSEN (1987)

Joe, FrRANK (1981), JoE (1993)

BARNETT (1980), GUMBEL (1960)

GENEST & GHOUDI (1994)
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4.3.2 Les copules Archimédiennes en dimension d > 2

Les copules Archimédiennes sont associatives (e.g. [58] ou [2]), i.e.
C(C(u1,ug),usz) = C(ur, C(ug,u3)), V0 < up,ug,uz < 1.

Définition20
Sid > 2, supposons que ¢! est d-complétement monotone (o, pour rappels, 1) est

d-completement monotone si elle est continue, et que ses dérivées sont monotones, de
signe alterné, i.e. pour tout k = 0,1, ..., d, (—1)*d*(¢) /dt* > 0).

Une copule Archimédienne est alors définie par

C(ur,...;un) = ¢ Ho(ur) + ... +d(un)), Yur, ..., u, € [0,1].
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Ces copules sont obtenues par itérations successives, en posant

Co(ur,uz) = ¢~ (p(ur) + ¢(uz))

et ensuite, pour n > 2,
On—|—1(u17 Tt 7un—|—1) — CQ(Cn(ula e 7un)7 un—l—l)-

Exemple21

Soit ¢ une transformée de Laplace d’une variable positive O, alors d’apres le théoreme
de Bernstein, 1) est complétement montone, et 1)(0) = 1. Alors ¢ = )~ est
completement montone, et permet d’engendrer une copule Archimédienne de dimension

d pour tout d > 2. Par exemple si O suit une loi Gamma d’espérance a et de variance a,

alors ¢(t) = (1 + t)'/®, on retrouve la copule de Clayton . Cette notation est celle

retenue dans [37]] pour définir les copules Archimédiennes,

C(u17 o ,Ud)
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Exemple22

Soit X = (X3, , Xy) un vecteur de durées de vies résidueles, dont la loi de survie

jointe est supposée Schur-constante (i.e. a la fois Schur-concave et Schur-convexe). Alors

il existe S : Ry — |0, 1] telle que

P(Xl > L1, ,Xd>$d>:S<$1—|—"'—|—$d).

Les lois marginales X; sont alors Schur-contantes (i.e. suivent des lois exponentielles), et

la copule de survie de X est une copule Archimédienne de générateur S—. Notons

€¢galement que les durées de vies conditionnelles sont identiques, au sens ou

PX; —x; >t X >x) =P(X; —x; >t| X >x),

pourtoutt > Oetax € Ri. En particulier, si S est la fonction de survie d’une loi de

Pareto, on obtient la copule de Clayton, et si .S est la fonction de survie d’une distribution

de Weibull, on obtient la copule de Gumbel, comme 1’a montré |

48

].
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Proposition6
Soit (C},) une suite de copules absolument continues de copules Archimédiennes, de

générateurs (¢, ). La limite de C', lorsque n — oo est une copule Archimédienne si et
seulement s1 une des conditions suivantes est satisfaite,
— il existe ¢ € ® telle que s,t € [0, 1],

il existe A continue telle que lim A, (1) = A(¢).

n—oo

il existe K continue telle que lim K, (t) = K(t).

il existe une suite de constante positive (¢, ) telles que lim ¢, ¢, (t) = ¢(t), pour tout
n—aoo

t € |0,1].

Ce résultat a été montré partiellement par [29] et généralisé par |13].

Exemple23

Les copules archimédiennes sont intéressantes en rique de crédit (cf. [47]).
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4.4 Les copules Archimédiennes généralisées et

hiérarchiques

Considérons le cas ou C(uq,- -+ ,uq) est

o1 (o103 (@2 - bt [da—1(ur) + da—1(u2)] + -+ + d2(ug—1))] + ¢1(ua)]

ou les ¢; sont des générateurs de copules. C est une copule si ¢; o sz'_—ll est

I’inverse d’une transformée de Laplace.

Cette copule est parfois appelée fully nested Archimedean (FNA). On commnece
par coupler deux composantes (ici Uy et Us), puis on couple cette paire avec Us,
etc.

En dimension d = 5, cela donne

o1 01 (05 [D2(3 3y dalur) + aluz)])
+ ¢3(u3)]) + d2(ua)]) + é1(us)).

On peut aussi envisager une construction plus hiérarchique, avec les copules
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partially nested Archimedean (PNA), en considérant un couplage complet pour

(U1,Usz,Us), un autre pour (Uy, Us), et en couplant les deux vecteurs,

b1 104(07 13 2 (ur) + P2 (u2)]) + ¢1(us)])
+  Pa(¢3 ' [@3(ua) + ¢3(us)])]

La condition pour avoir effectivement une copule est que ¢ o qbl_l soit 'inverse

d’une transformée de Laplace, mais aussi ¢4 o gbl_l ainsi que ¢4 o Pq L
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FIGURE 6 — Copules Archimédiennes fully nested (gauche) et partially nested
(droite)
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Enfin, on peut envisager une construction réellement hiérarchique, ne visant pas

uniquement a faire du couplage (deux a deux),

¢3 ' [d3(d7 1 (ur) + é1(u2) + ¢1(us)))
+ d3(93 ' [p2(ua) + pa(us)])].

Dans ce cas, on a effectivement construit une copule si ¢3 o ¢1_1 ainsi que @3 o ¢y 1

sont des inverses de transformées de Laplace. On pourrait aussi envisager

03 [o3(d7 d1(w1) + @1 (u2)] + ¢ (us)
+ d3(dy ' [p2(ua) + da2(us)))]:
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FIGURE 7 — Copules Archimédiennes hiérarchiques avec deux constructions diffé-

rentes.
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Exemple24

Si les ¢; sont des générateurs de copules de Gumbel de parametre 6;, une condition

suffisante pour que C soit une copule est que les 6; soient croissants, et supérieurs a 1.

De méme, si les ¢, sont des générateurs de copules de Clayton de parametre 6;, une

condition suffisante pour que C' soit une copule est que les 6, soient croissants, et

supérieurs a 0.
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4.5 Les copules extrémes

Soient X”*, k=1, -+ ,n un échantillon i.i.d. de vecteurs aléatoires de loi jointe F'
(supposée continue), de copule C' et de lois marginales Fy,--- , F;. On note M™

le vecteur des maximums, composante par composantes,
n 1 n 1 n
M"™ = (maX{X17"' 7X1 }7 7maX{Xd7"' 7Xd})
Soit C,, la copule associée & M ", alors
1 1\ "
Cn(U1,"' 7ud) :C(ul e 7u§)

Définition21

Une copule C est une copule extréme s’il existe une copule I' telle que

1 1\ 7
F(uf,--- ,ugl”‘) — C(uq, - ,uq) lorsque n — oo

pour tout (u1,--- ,ug) € [0,1]%. On dira de plus que I" est dans le domaine d’attraction
de C.
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L’ensemble des copules extrémes coincide avec 1’ensembles des copules
max-stables, i.e. qui vérifient Vn € N*, V(uq,--- ,uq) € [0, 1]¢.

C(uﬁ,--- ,uj)nzg(uh... )

Il est possible de réécrire le théoreme de Pickands-Balkema-de Haan sous la

forme suivante, afin de caractériser '’ensemble des copules extrémes,

Théoreme4
Une copule C : [0,1]¢ — [0, 1] est une copule extréme si et seulement si il existe une
mesure finie H sur le simplexe de R?, S,;, appelée mesure spectrale, telle que

C(uy, - ,uq) = exp[—€(—logu, -, —logug)]

ou la fonction de dépendance de queue ¢ est donnée par
6(3317 e 7xd) — maX{wlxla T ,(,ddiljd}dH(wl, T ,Wd)
Sa

pour tout (z1,- - ,z4) € RL. On suppose que de widH(wy, - ,wq) =1 pour
i=1,---,n.
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Notons que
l(xy, - ,2q) = lim[l —C(1 —tay, - ,1 —tzg)]

t—0
Cette fonction de dépendance de queue ¢ est convexe, homogene de degré 1 (i.e.
((txy, - ,txg) = tl(x1,- - ,xq) pour tout t > 0) et vérifie

max{zi, - ,za} < (w1, ,wq) <2140+ 2y

Comme tenu de cette propriété d’homogénéité, on peut aussi écrire

X1 Xd
ECE,"',CL’ =1+ -+ x A AR
(21 i) = |71 ] (a:1+---—|-£€d x1_|_...+g;d)

oll A est une fonction Sy — [d™1, 1] appelée fonction de dépendance de Pickands
(151] et [52]).
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La copule extréme s’écrit alors

d
Uy Ud
E log U; A s T T
[( ) (Zflloguz- zfllogu)]

Cette fonction A est convexe, et vérifie

max{wi, - ,wqf < Alwy, -+ ,wg) <1

pour tout (w1, - ,wq) € Sq. Cette derniére propriété caractérise ’ensemble des
fonctions de dépendance en dimension d = 2 (mais pas au dela). Dans ce cas, on

peut alors écrire

C(Ul, UQ) o [ U]A(log’v/ lOgU’U)

ol, par abus de notation, A : [0,1] — [1/2, 1] est convexe et vérifie

max{w,l —w} < A(w) < 1.
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Exemple25

Si C est une copule Archimédienne de générateur ¢, tel qu’il existe une limite

/ 1 o

alors C' est dans le domaine d’attraction de la copule dont la fonction de dépendance est

Uy, ywq) = [2f 4+ af]w.

La copule limite est alors

C(uy, - ,uq) = exp {— ([—logu1]9 + - [— logul]e)

qui correspond a la copule de Gumbel.
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Exemple26

En dimension 2, la copule de Student ¢ de corrélation r et a v s’€crit

l/@1W0/@fWﬁ 1 I%g+1>(1+$2—%wy+yi)g+iid
I .
oo oo TVl —7r2 T (%) v(l —1r?) Y

Cette copule est dans le domaine d’attraction de la copule extréme dont la fonction de

dépendance de Pickands est définie par

Aw) = wTyp1(20) + (1 = w) T4 (21-0)

1+ v

2 =

pour tout w € [0, 1].
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4.6 La copule de Clayton

Commencons par le cas d = 2 afin de simplifier la présentation.

4.6.1 La copule de Pareto

Supposons que X et Y soient conditionnellement indépendante, sachant O, et
avec P(X > z|© = 0) = exp(—0zx) et P(Y > y|© = ) = exp(—0y). Supposons de
plus que O suive une loi Gamma, alors

07" exp(=0/8)
BL(v)

On notera tout d’abord que les lois marginales (non conditionnelles) sont des lois

de Pareto, P(X > z)=(1—Fz) " et P(Y > y) = (1 — By)~ 7. De plus, la copule

de survie du couple (X1, X5) est

C*(Ul, UQ) = (u_l/fy —+ ?}_1/7 — 1)_7,

= (14Bz+8y) 7. (14)

P(X >x,Y >y) = /000 exp(—0[x+y])

avec v > 0, appelée copule de Pareto.
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4.6.2 L’approche par vieillissement (frailty model)

Ces modeles ont été introduits a la fin des années 70, et popularisée par [50].

On suppose que 'on veut modéliser deux durées de vie, X et Y, indépendantes
conditionnellement a un facteur exogene ©. On assume aussi que les lois

conditionnelles de X et Y sachant © sont de la forme

FX|@(£E|9) = ]P)(X > ZU‘@ = (9) = éx(l’)e,

pour une fonction de référence G x, pour tout 6, et de maniere similaire pour la
loi de Y sachant ©® = 6. Alors

P(X >z,Y >y)=EPX >2,Y >y|0)) = EP(X > z|0)P(X > z(0)),
c’est a dire,
P(X >z, Y >y) =E(exp[—O(—log P(X > z))] exp[—O(—log P(Y > y))]),

d’ou finalement, si ) correspond a la transformée de Laplace de O, i.e.
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Y(t) = E(exp(—t0)), on peut écrire
P(X >x,Y >y) =¢Y(—logP(X > z) — logP(Y > y)).

Compte tenu de Iécriture des lois marginales, P(X > z) = (= log Gx(z)) la

coule de survie de (X7, X5) est alors donnée par

C*(Uy,Us) = (0~ (u) + ¥~ (v)),

qui est une copule Archimédienne de générateur ¢ = 1p~1. Dans le cas particulier

ot le facteur exogeéne © suit une loi Gamma, ¥ (t) = (1 +¢)/<, alors C* est la

copule de Clayton.
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Conditional independence, two classes Conditional independence, two classes

FIGURE 8 — Deux classes de risque (X;,Y;) et (71 (Fx(X;)), 2 1 Fy(Y;))).
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Conditional independence, three classes Conditional independence, three classes

FIGURE 9 — Trois classes de risque, (X;,Y;) et (271 (Fx(X;)), 2 HEFy(Y;))).
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Conditional independence, continuous risk factor Conditional independence, continuous risk factor

8

FiIGURE 10 — Continuum de classes de risques, (X;,Y;) et
(271 (Fx(Xy)), @~ (Fy (Y7))).
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4.6.3 Propriété de la copule de Clayton, en dimension d = 2

Définition22
Soit # > —1, la copule de Clayton de parametre > —1 est définie sur [0, 1] x [0, 1] par

C(uy,uz) = (u;1/9 + u2_1/9 —1)7°.

Notons que § — —1, 8 — 0 et  — oo, C correspond respectivement au cas
anticomonotone (si d = 2), au cas indépendant, et la copule comonotone. De

plus, si 0 < 6; < 03, notons que Cq(u1,uz) < Co(ug,vs) pour tout ui,us € [0, 1].




ARTHUR CHARPENTIER, JES 2010, COPULES

00 02 04 06 08

@
o
©
o
=
o
N
o
©
o

FIGURE 11 — Exemples de densités de la copule de Clayton, avec § = a gauche
(p=0,5) et § = a droite (p = 0,8).
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4.6.4 Copule de Clayton en dimension d > 2

La copule de Clayton étant Archimédienne (de générateur ¢(t) =t=% — 1) on
peut aisément ’étendre a la dimension d > 2, a condition de se restreindre au cas
0 > 0.
Définition23
Pour tout 6 > 0, la copule de Clayton de parametre 6 est définie sur [0, 1] x - -+ x [0, 1]
par

C(wy,.wq) = (7 + a2 —(d—1))" (15)

Cette copule peut étre obtenue de la maniere suivante : posons

Y.
U =1+~
(147

ot les Y; sont des variables exponentielles £(1) indépendantes, indépendante de
Z ~G(0,1). Alors (Uy,...,Uy) admet pour loi jointe C' donnée par |15}
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4.7 Le modele de Marshall et Olkin

4.7.1 Le modele a choc commun

La classe des copules dite de Marshall et Olkin est dérivée du modele a choc

commun introduit par [44].
Soient X et X5 deux durées de vies, associés a deux composants.

Suppposons que 3 chocs penvent affecter ces composantes : deux associés aux
composants x1 et ry, indépendament, et un dernier qui affecte les deux.
Supposons que ces chocs sont modélisés par des processus de Poisson, avec une
durée avant le premier choc Z; (exponentielle, de parametre A1), qui afffecte x1,

Z5 (exponentielle, de parametre \o), qui afffecte xo, et Z15 (exponentielle, de

parametre \i2), qui affecte xq et xs.
Les dates de survenance des chocs sont supposés indépendantes.

Si les chocs sont fatals pour les deux composants, la durée de vie des composants
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(X1, X3) admet pour fonction de survie
F(Xl,Xg) = ]P)(Xl > 1, X9 >y > 5172) = P(Zl > xl)IP’(ZQ > CIZQ)]P)(Zlg > min{xl,azg

P(Xl > 11, X9 > :E‘Q) = exp (—)\1$1 — AoZo — A2 max{xl,ajg}) ,V$1,ZC2 > (.

On notera que les lois marginales X7 et X5 suivent des lois exponentielles de
parametre A1 + Aj2 et Ao + A9, respectivement.

Proposition7

F satisfait une propriété faible d’absence de mémoire, au sens oll

F(zy +t,zg +t) = F(a1,22)F(1, ).

Si on note

" A12 ot 3 = A12
A1+ Ao A2 + A2’

la copule de survie du couple (X7, X5) est donnée par

C*(u1,u2) = uyug minfu; <, uQ_B} — min{u%_o‘ug,ulu;_ﬁ}.
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4.7.2 Copule induite par le modele de Marshall et Olkin
Définition24
Etant donnés o, 3 € (0, 1), la copule de Marshall-Olkin de parametre («, 3) est

C(u, us) = min{ul ~%us, uyus "}

Cette copule est parfois appelée copule de Cuadras-Augé dans le cas o = 3, [16].

Remarquel1
Notons que ces copules possedent une composante singuliere, de masse strictement

positive sur C = {(u1,us) € [0,1] x [0, 1], u® = u} }. De plus, la masse de cette courbe

est

A
P(U; = Uy) = P( le premier choc affecte les deux composantes ) = SV )\12+ W
1+ A2+ A1
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On notera que pour cette copule, le 7 de Kendall et le p de Spearman sont

respectivement
3o

o
t o=
oz—l—ﬁ—ozﬁe P 200 + 23 — a8’

et les indices de dépendance de queue sont donnés par

T =

C 2 3 a ,,0
Ar, = lim (1, u) = lim — min{u®, u7} = lim umin{u®,u’} =0,
u—0 () u—0 U u—0

et
C(u,u)

1 — 2u + u? min{u®, v’} 1 —2u+uPu®
= lim = Q,
u—1 1 —u u—1 1l —u u—1 1 —wu

Ay = lim = lim

en supposant que o < 3. Plus générallement,

Ar =0 et A\y = min{a, §}.

100
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4.7.3 Intéret de la copule de Marshall et Olkin

Ce modele a choc commmun présente ’avantage de le rendre facilement
interprétable, et pratique pour la programmation.

En assurance vie, 28] et [9] ont montré son intérét, (pratique) : si on note T, et
T, les durées de vie résiduelles d'un mari et de son épouse a la signature d’'un
contrat d’assurance vie (ils sont alors respectivement 1’age x et y), on note
classivement ;pz la probabilité conditionnelle qu’au moins un des deux survive k
années,

g =1—P(T, <k, T, <k)

Si 'on suppose ces duréées de vie résiduelles exponentielles, alors

kPzy =k Pz Tk Py — eXp(_Axyk)kpx 'k Py-

L’annuité pour un contrat au dernier survivant s’écrit alors

oo

Uy = kaP(Tx >korT, >k)= Zv;’jp@
k=1 k=1

101
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En posant p; = exp(Azyk)rpe et kP, = exp(Azyk)rpy, les annuités s’écrivent

alors as

oo
Uzy = Z e~ OTAe)H (Lp* 4y Py —k Dy 'k Py)

k=1
correspondant a un calcul fait en supposant I’'indépendance entre les durées de
vie, et en actualisant avec un facteur d + A\,y. On note que plus la dépendance est

forte, plus faible sera le montant de ’annuité.
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4.8 Le modele de Gumbel

La copule de Gumbel a été introduite dans [34]. Elle est parfois appelée copule de
Gumbel-Hougaard, suite a son utilisation dans [35], ou encore la distribution

logistique extréme.

4.8.1 Une loi logistique bivariée

Considérons la fonction de répartition
F(X1,X5) =exp (—(561_9 + 5132_9)1/9) NV, 0 >0,

ou 6 > 1. Cette fonction peut se réécire sous la forme

F(X1,X5) =exp (— ([— log(e~1/¥1)]? + [— IOg(e_l/‘L’?)]@)l/g) , 1, T2 > 0.

103
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Les lois marginales de cette distribution sont des loi de Fréchet standard

(F(x;) = e~/ for 2; > 0). La copule associée & cette loi bivariée est alors

1/6
C'(u1,uz) = exp (— ([— logui]? + [— logu2]9) / ),Vul,ug € [0, 1],

ouf >1.

4.8.2 Properiétés de la copule de Gumbel

Définition25
Soit § > 1, la copule de Gumbel de parametre 6 est définie sur [0, 1| x [0, 1] par

C'(u1,us) = exp (— ([— logui]? + [— logu2]9)1/9>, uy, us € [0, 1].

104
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FIGURE 12 — Exemples de densités de la copule de Gumbel, avec § = a gauche
(p=0,5) et § = a droite (p = 0,8).
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Le 7 de Kendall d’une copule de Gumbel de parametre 8 > 1 est
0—1

T = —,

0

([49]), et les indices de dépendance de queue sont A\, = 0 et Ay = 2 — 21/9.

La copule de Gumbel est max-stable, au sens ou V¢ > 0,

Ct(uy,uz) = C(u}, ub),Vuy, us € [0,1],
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4.9 La copule (Gaussienne

La copule est obtenue des lors que 'on
Définition26

Pour tout r € [—1, 1], la copule Gaussienne est définie par

2 — 2ray + y?

1 O H(ur) O (u2)
C(uy,uz) = T =7 /_OO /_OO exp( 21— 7 )dxdy

Pour une copule Gaussienne dont le vecteur Gaussien sous-jacent a pour

corrélation r € [—1,4-01], le 7 de Kendall et le p de Spearman sont respectivement

. —1 . —1
T sin”(r) et p sin
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FIGURE 13 — Exemples de densités de la copule de Gaussienne, avec § = a gauche
(p=0,5) et § = a droite (p = 0,8).
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5 Mesurer et comparer des dépendance

5.0.1 Mesures de dépendance

[56] a proposé une axiomatique sur les propriétés fondamentales que devrait

satisfaire une mesure de concordance k.

Pour cela, il convient que la mesure soit cohérente avec une relation d’ordre sur
les paires de variables aléatoire, 'ordre naturel étant 'ordre <pgp (de
dépendance positive par quadrant, parfois appelé aussi ordre de concordance),
défini par X = (X1, X3) 2pgp (Y1,Y2) =Y si et seulement si

P(Fx,(X1) < up, Fx,(Xo) <wug) <P(Fy, (Y1) < wuq, Fy, (Y2) < us),

pour tout 0 < uq,us < 1. Ou de maniere équivalente, si C'x est la copule associée

a X, et Cy est la copule associée a Y,

X = (X1,X2) 2pop (Y1,Y3) = X si et seulement si Cx (u1,u2) < Cy (u1,us2).
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Définition27

r est une mesure de concordance si et seulement si x vérifie les propri€tés suivantes

1. k est définie pour toute paire de variables continues (X1, X5),
1< k(Xy,Xo) <+1Lk(Xy,X1)=+1letr (X1, —X7) = —1,
v (X1, Xo) = K (Xa, X)),

. si X7 et X5 sont indépendantes, alors x (X1, X3) = 0,
Rk (X1, X)) =k (X, —Xo) = —k (X1, Xo),
. si (X1, X2) 2pop (Y1,Ys),alors k (X1, X2) < k(Y1,Y2),

. si (X1, X3), (X7, X3),... est une suite de vecteurs qui converge en loi vers
(X1, X5) alors k (X7, X2) — k (X1, X>) lorsque n — oo.

Remarque13

La corrélation par exemple ne satisfait pas le premier.

On peut définir une dépendance positive

110



ArRTHUR CHARPENTIER, JES 2010, COPULES

Remarquei14
53] avait proposé de finir les mesures de dépendance sous la forme de distance a

I’indépendance, ne permettant pas de distinguer dépendance positive et négative. [S3]

imposait en particulier que ¢ (X, £X) = +1, et des propriétés de linéarité de la mesure,
i.e. 0(aX + b,cY +d) = 6(X1, Xo) pour tout a, ¢ > 0 et b, d. En supposant que ¢ est
compris entre 0 et 1, [S3] avoir défini une mesure. [S9] ont noté que ces hypotheses

€taient beaucoup trop contraignantes.

Proposition8

S1 k est une mesure de concordance, et si f, g : R — R sont deux fonctions croissantes
k(f(X),g(Y)) = k(X1, X3). Deplus, k(X1, Xo) = 15’il existe f presque siirement
strictement croissante telle que Y = f(X) with f; et de maniére analogue

k(X1,X2) =—1siY = f(X) ou f presque slirement strictement décroissante.

On déduit de cette proposition que les mesures de concordance sont fonction de

la copule uniquement, au sens ou si (X7, X2) et (Y1, Ys) ont la méme copule
(notée C'), alors k(X1,Y1) = k( X3, Ys) = k(C).
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Exemple27

Le g de Blomqvist, parfois appelé coefficient de corrélation médiane, est défini par

g = P(X — médiane(X))(Y — médiane(Y)) > 0)
—  P((X — médiane(X))(Y — médiane(Y)) < 0),

qui peut aussi s’ écrire
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5.1 La corrélation comme mesure standard de dépendance

5.1.1 La corrélation linéaire de Pearson

Soient X et X5 deux variables aléatoires continues de variance finie, alors la

corrélation linéaire (ou de Pearson) est définie par

cov(X1, X3) E([X — E(X)][X —Y(Y)])

corr(Xi, Xg9) = — .
| | VVar(X)Var(Y)  E([X —EX)?)E(Y —E(Y)]?)

On parle de corrélation linear au sens ou corr(Xi, Xo) = +1 si et seulement s’il
existe a > 0 et b tels que Y = aX + b presque stirement. De plus, cet coefficient

est invariant par transformations affines, i.e.

corr(aX1 + b,cXs +d) = corr(Xy, X2) si a et ¢ sont de méme signe.
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Exemple28
Comme corr(X1, X3) peut s’écrire sous la forme E(¢ (X1, X2)) ot ¢ : R*R
supermodulaire, alors corr( X7, X5) vérifie I'inégalité de Tchen ([62]),

corr(X7,Y7) = corr(Fx'(U),Fx'(1-U)) < corr(Xy, Xo)
< corr(Fgl(U),F)zl(U)):COTT(X+,Y+)7

ou U est uniformément distribué sur [0, 1]. En conséquence, le coefficient de corrélation
ne décrit pas nécessairement 1’intervalle [—1, 1]. E.g., si X et Y suivent une loi
lognormale, de parametre de variance 1 et o, respectivement,

e? —1 e’ —1

<corr(X,Y) < : 16
Ver —1\/e—1 — ( ) e’? —1ye—1 (16)

(ct. [54]]). Ceci implique en particulier qu’un coefficient de corrélation proche de 0 peut

parfaitement correspondre a un cas de comonotonie.
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BORNE INFERIEURE
- BORNE SUPERIEURE

T ‘ T ‘ T
3 4 5

FIGURE 14 — Bornes de la corrélation pour des variables lognormales.
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Exemple29

Ce coefficient de corrélation apparait naturellement dans les modeles de régression. Si on
considere la régression de Y sur X, les estimateurs des coefficients de la régression a et b

qui minimisent E(Y — (aX + b)) sont

. cov(Y,X)  ~ N
a = Var(X) et b=E(Y)—aE(X).
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5.2 Le tau de Kendall et le rho de Spearman

Le p de Spearman entre deux variables continues est la corrélation (au sens de
Pearson) entre Uy = F1(X1) et Us = F5(X5). Comme U; et Us sont uniformément
répartie sur [0, 1], E(U;) = E(Usz) = 1/2, and Var(U;) = Var(Us) = 1/12, et donc

E(U,Us — 1/4
1/12

p(X1, X5) = corr(Uy,Usy) = = 12E(U1U;) — 3.

Définition28
Soit (X7, X3) un couple de variables aléatoire de copule C, et de lois marginales

continues. Alors le p de Spearman est

1 1
,0(X1,X2> = 12/ / C(ul,UQ)duldug —3
0 0

19 /R /R P21, 32) — Fy (1) Fy ()] dwy dag.
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Comme le note [20], 'expression a droite est une distance moyenne entre F et
F+. Ce coefficient a été introduit sous sa forme empirique par Spearman en 1904.

Il est possible de noter que
p(X1, X2) = 3[P((X1 — Y1)(Y2 — Z3) > 0) — P((X1 — ¥2)(X2 — Z3) <0)],

ou (X1, X5), (Y1,Y35) et (Z1, Z3) sont trois versions indépendantes de (X, X5)
(149]).

Définition29

Soit (X7, X5) un couple de variables aléatoires continues, de copule C, alors de 7 de
Kendall est défini par

T(Xl,XQ) = 4/01 Al C(ul,UQ)dC(ul,UQ) — 1= 4E(C(U1,U2)) — 1.
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La encore, intiallement, le 7 de Kendall n’a pas été défini, initialement, a 1’aide
des copules, mais comme une probabilité de concordance a laquelle on soustrait
la probabilité de discordancedu vecteur (X1, X5), i.e.

T(Xl,XQ) = S[P((Xl — Yl)(XQ — YQ) > O) — P((Xl — Yl)(XQ — YQ) < O)],

ou (X7, X2) and (Y7, Y2) sont deux versions indépendantes de (X1, X2) ([49]).

Proposition9
S1 X4 et X sont continues, alors le 7 de Kendall et le p de Spearman sont des mesures

de concordance.

En particulier pour des vecteurs comonotones, p(X1, Xo) =1 et 7(X1, X2) =1,
alors que pour des vecteurs anticomonotones p(X1, Xs) = —1 and
7(X1, X2) = —1. Et la réciproque est vraie.
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Exemple30

Pour la copule min-max présentée dans I’Exemple 6] on notera que

1

T(XlznaXn:n) — o — 1 .

Exemple31

S1 X7 et X5 forment un couple de copule Archimédienne, de générateur ¢, alors le 7 de

Kendall s’écrit

.

1
T(Xl,Xg):1+4/
0

o(1)
EION
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Exemple32

Comme le montre [37]], considérons pour 6 € [0, 1] une mélange entre la copule

indépendante et 1a borne supérieure de Fréchet-Hoeffding,

C’(ul,ug) = (1 — Q)C_L(ul,UQ> + QC+(U1,UQ),

pour tout (uy,us) € [0,1] x [0, 1]. Alors si (X1, X2) a pour copule C, p(X71, X2) = 6.

Plus généralllement, si 1’on rajoute la borne inférieure de Fréchet-Hoeffding, comme

suggéré par [27], avec comme parametres de mélange o, 5 > O tels que v + 3 < 1,

C(ur,uz) = O‘C_(Ulau2)+(1_04_ﬁ)cd_(u17u2)+60+(u17u2>av(u17u2) € [0, 1]x[0,1]
Alors p(X1, X3) =3 — a.

Les Tableaux [1| et |2| montrent 1’évolution du 7 de Kendall et du p de Spearman

en fonction du parametre sous jacent (noté ici ),
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Kendall’s

3

Gaussian
Gumbel
Plackett
Clayton
Frank
Joe

Galambos

0
0
0
0
0
0
0
0

Morgenstein

TABLE 1 — 7 de Kendall en fonction du parametre 6 de la copule sous-jacente.
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Spearman’s

Gaussian
Gumbel
A.M.H.
Plackett
Clayton
Frank
Joe

Galambos

©c O r O O H =B ¥

Morgenstein

TABLE 2 — p de Spearman en fonction du parametre 6 de la copule sous-jacente.
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c
[
e
S
<
a3}
o
w
@
o
o
=
o

0.0
Tau de Kendall

FIGURE 15 — Région d’admissibilité pour le tau de Kendall et le rho de Spearman
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Remarque15
En analyse canonique nonliné€aire, on cherche les transformations (nonliné€aires) qui

maximisent la corrélation entre deux variables,
r (X17 X2> — max{a(X>7 b(Y>}

ol a,b : R — R sont des fonctions mesurables telles que Var(a(X)) et Var(b(X))
soient finis. On parle alors de de corrélation maximale. On notera que cette mesure peut
étre intéressante, en particulier car r* (X1, X2) = 0 si et seulement si les variables X et

Y sont indépendantes. De plus, dans le cas Gaussie, comme 1’a montré [39]],

r* (X1, X2) = r(X1, X2), autrement dit la corrélation est maximale avec des

transformations affines.

[38] avaient suggéré de se limiter aux fonctions a et b monotones, introduisant ainsi la

corrélation monotone.
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5.3 Autres mesures de corrélation

Parmi les autres mesures intéressantes. car ne dépendant que des rangs. on

) 9
pourra introduire l'indice v de Gini, le 5 de Blomqvist, ou encore la classe de
Schweizer et Wolff.

Définition30
Soit (X7, X3) un couple de copule C'. L’indice v de Gini est défini par

v( X1, Xo) =4 (/01 C(s,1—s)ds — /01 s — C(s,s)]ds) .

18] a proposé un test dit que quadrant, consistant évaluer la probabilité que X et

Y dépassent conjointement la valeur médiane.
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Définition31
Soit (X — 1, X5) un couple de copule C'. L’indice § de Blomgqvist est défini par

B(X—1,Xy) = 2P ([Xl S Frt (%)] [Xg > Byt (%)] > o) _1=C ( )—1.

Enfin, [59] et [? | ont proposé d’étendre la définition du p de Spearman,

1 1
p(Xl,Xg) = 12/ / ‘C(Ul,UQ) — CL(ul,u2)|du1du2
0 0

en changeant la norme utilisée pour mesurer la distance entre C' et C+,

1 1
E(X1, Xs) = £, / / |C s, uz) — C* (s, un)|cdur dus,
0 0

ou || - ||« désigne une norme, et x, une constante de normalisation (de maniere a
avoir k(X1,X1) =1).
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Définition32
Soit (X1, X3) un couple de copule C. L’indice ®? de Hoeffding est défini par

(X1, Xo) = \/90 /01 /01[0(u1,u2) — O (uy, us)|2duy dus.

Définition33
Soit (X7, X5) un couple de copule C'. Le « est défini par

k(X1,X2) =4 [sul}o {1C(ur, ug) — CL(ul,ug)\} .
0,1]2

Peut se rapprocher d’une distance de Kolmogorov-Smirnov par rapport a

I’'indépendance.
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5.4 Dépendance locale, dans les queues

Pour étudier la dépendance dans les queues de distribution [63] avait suggéré

d’introduire des fonctions de concentrations dans les queues.
Définition34

Pour la queue inférieure,
Liz)=PU <2, V<<z2)z2=C(z,2)/z=PU < 2|V < 2) =PV < 2|U < z2),
et pour la queue supérieure,

R(z)=PU > 2,V >2)/(1—2)=P(U > z|V > z2).

136] avait définie le parametre de dépendance de queue supérieure et de queue

inférieure, respectivement, en posant

R(1) = lim R(z) et A\p = L(0) = lim L(z).

z—1 z—0
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Définition35
Soit (X, X3) un couple aléatoire dans R?. Les indices de dépendance de queue
inférieure (L) et supérieure (U') sont définis respectivement, des lors que les limites

existent, par
Ap = lim P (X < Fgt (u) [V < Fy b (w),

u—0

A = 1lim P (X > Fy'(u)|Y > Fy ' (u).

u—1

Proposition10
Soit (X1, X3) un couple de copule C, alors les indices de dépendance de queue, s’ils

existent, sont définis par

C*
Az, = lim Clu,u) et A\ = lim (u,u)
u—0 U u—1 1 —wu
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Exemple33

Considérons le cas de copules Archimédiennes (comme dans [49], [12] ou [1]),

o l—9'(20) o T 20() L ¢ (22)
A =2 I S i) AT T =

[41] ont proposé une approche alternative pour quantifier la dépendance dans les

queues. Supposons que X1 £ Xo.

— sous hypothese d’indépendance,

P(X >t,Y >t) =P(X >t) xP(Y >t) =P(X > t)?,
— sous hypothese de comonotonie, P(X > t,Y >t) =P(X >t) =P(X > t)’,
On peut alors supposer que P(X > ¢, Y >t) ~P(X > t)!/7 as t — o0, ol

n € (0,1] sera appelée indice de dépendance de queue. On peut alors définir un

indice de queue inférieure et de queue supérieure, respectivmenet notés ny et nr,.
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Aussi, suivant 1'idée de [14] on utiliser la définition suivante
Définition36
Soit

_ 2log(1 — 2) _ 2log(1 — 2)
Xu(?) log C*(z, 2) et Xr.(2) log C'(z, 2)
Alors ny = (1 4+ lim, o X (2))/2etny = (1 + lim,_q X (2))/2 sont appelés indices

de queue supérieure et inférieure, respectivement.

Exemple34

Si (X7, X2) a une copule de Gumbel, et des marges Fréchet de parametre 1,

— 1

P(X <z,Y <y) =exp(—(z"%+y~ )Y, ot a >0,

alors ny = 1 alors que 1, = 1/2%. On peut montrer que dans le cas d’une copule de
Clayton, ny = 1/2 et n;, = 1. Dans le cas d’une copule Gaussienne de corrélation r

nu=nL=(1+r)/2.
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Gaussian copula L and R concentration functions Student t copula L and R concentration functions

STUDENT (df=3)

GAUSSIAN

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 . . . . . . 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

L function (lower tails) R function (upper tails) L function (lower tails) R function (upper tails)

Clayton copula L and R concentration functions Gumbel copula L and R concentration functions

CLAYTON

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 . 0.8 1.0 . . . . . 3 0.0 0.2 0.4 . 0.8 1.0

L function (lower tails) R function (upper tails) L function (lower tails) R function (upper tails)

partie supérieure. le cas Gaussien et le cas Student ¢t a droite. et dans la pz%‘r?’c‘{i%e
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Gaussian copula

Clayton copula

la partie supérieure. le

Chi dependence functions

Student t copula

GAUSSIAN

T
0.2 0.4 0.6 0.8

lower tails upper tails

Chi dependence functions

Chi dependence functions

STUDENT (df=3)

Gumbel copula

CLAYTON

0.2 0.4

lower tails upper tails

T
0.2 0.4 0.6 0.8

lower tails upper tails

Chi dependence functions

GUMBEL

0.2 0.4

lower tails upper tails

cas (Gaussien et le cas Student ¢ a droite. et dans la DE}I%AILG
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5.5 Quantifier la dépendance en dimension d > 2

En dimension d > 2, le cas Gaussien nous invite a étudier la dépendance par

paires, en regarder des matrices de mesures de dépendance. On posera ainsi

R = [r(X;, X;)], pouri,j=1,---,d.

Nous avions noté que les mesures de dépendance naturelles pouvaient parfois de
voir comme des distances entre la copule sous-jacente C' et la copule indépendante

C+, normalisé de maniére & avoir 1 dans le cas comonotone. En particulier,

f[O,l]x[O,l] C(u1,ug) — C*(ur, uz)dudv

X1,X9) =
pLX1, X2) Ct(ur,uz) — CH(uy, ug)dudv

(17)

f[0,1] x[0,1]

En suivant les idées de [66] il est possible d’étendre cette définition en dimension
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f[o’l]d C’(u) — OJ‘(’U,)CZ’U, B d + 1
f[O,l]x[O,l] Ct(u) — C+(u)du 24— (d+1)

pour le p de Spearman, et pour le 7 de Kendall

24 C(u)dCu — 1
—1) 0,1]4

Exemple35

On peut €galement définir un ¢ de Blomqvist multivarié,

2d—1 1 1 (1 1 L
1= |0 (3z) e (3s) 2
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6 De Paggrégation des risques multiples

6.1 Espérance de fonctions nonlinéaires

Rappelons tout d’abord que, peut importe la structure de dépendance entre X4

et X5, deux variables d’espérance finie, par linéarité de 1’espérance,
E(h(Xl,XQ)) = h(Xl,XQ) si h est linéaire.

De maniere générale, on a le résultat suivant

Proposition11
Soit h : R? — R une fonction 2-croissante, i.e.

h(z2,y2) + h(z1,y1) — h(x1,y2) — h(y1,z2) > 0,
pour tout z1 < 1 et xo < yo. Alors pour tout (X1, Xo) € F(Fr, Fy),

E (h(X;,X5)) <E(h(X1,X3)) <E(R(X{,X5)).
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Cette proposition peut se généraliser en dimension plus grand, mais la notion de

croissance n’est alors plus la d-croissance, mais la supermodularité,

Proposition12
Soit ¢ : RY — R une fonction supermodulaire, i.e.

¢(max{z1,y1}, - ,max{zq, ya})+o(min{zi,y1} -+ min{zq, ya})—d(z1, -+, a)—Hu1

pour tout x = (x1,--- ,xg4) ety = (y1, - ,yq). Alors pour tout
X = (le... 7Xd) EF<F1,"' 7Fd)’

E(¢(X; ., X)) <E(¢(Xq, -+, Xa) <E(o(X], -, X))

Remarque16
Si ¢ est suffisement dérivable, la d croissance est équivalente 2 9%¢/dx - - - Ox g positive

partout, alors que la supermodularité est équivalente a 9%¢/0x; 0z positive.

Exemple36

Le prime (pure) stop-loss d’un trait€ de réassurance s’écrit comme 1’espérance d’une

fonction supermodulaire des lors que I’on somme des
risques :¢(zy1,- - ,2q) = (x1 + -+ - + ©4 — k)4 est une fonction supermodulaire.
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Exemple37

Pour une assurance vie jointe sur n années, I’annuité s’€crit

k=1 k=1

ou v est le facteur d’actualisation, et (73, T}, ) les durées de vie résiduelles des deux

assurés. Alors

a Sa,xynﬂ<a,

zy:n'! ry:n

v* max{xps + rpy — 1,0}( cas anticomonotone ),

k=1
n

a;y:nj = ka min{xps, xPy }( cas comonotone ).
k=1
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Exemple38

Dans le cas d’une assurance au dernier survivant, sur n années, I’annuité s’écrit

Qg = Y VBT, > kor T, > k) =Y vFupay,
k=1 k=1

ol ppzy = P(1y > kor T, > k) = kps + kPy — kDay- Alors

T

a Ty:n

zy:n’ S ax_y:n—' S a

n

O = Z v¥ (1 — min{xq., xq,}) ( cas comonotone ),
k=1
n

ai_y:nj — Z v* (1 — max{pqs + rqy, — 1,0}) ( cas anticomonotone ).
k=1
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Exemple39

[ annuité d’une pension de veuvage s’€crit

00 00
Aply = Ay — gy = U kPy — U kPxy-

a., <a <a+,
x|y x|y

x|y =

oo

VY Py — Z v® min{p., KDy }-( cas comonotone ),
k=1

v* max{xps +rpy —1,0}.( cas anticomonotone ).
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6.2 Comparer des sommes de risques

On dira que X <.or Y Cx < Cy, ou
X <corr Y, ie. corr(g(Xy), h(Xs2)) < corr(g(Y1),h(Y3))

pour toutes fonctions croissantes g, h : R — R telles que les variances soient finies.

Proposition13

Soient X = (X1, X2),Y = (Y1,Ys) € F(Fy, Fy).

— 81 X =¢orr Y, alors X1 + X9 <cx Y7 + Y.

— 51 X =¢orr Y, alors pour toute fonction A : R? — R 2-croissante,
h(X1, X2) <tvar h(Y1,Y2)

En dimension plus grande,

Proposition14

Soient X = (X1, ---,Xy),Y = (Y1,---,Yy) € F(F1,--- ,Fy)).S1 X <5 Y, alors
pour toute fonction h : R? — R supermodulaire, h(X1, -, Xg) <tvar h(Y1, -+, Yy).
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6.3 Mesures de risques pour la somme de risques

En dimension d = 2, si des versions comonotones et anticomontones permettent
d’obtenir des bornes a certains quantités, cela n’est en général pas le cas pour
une mesure de risque quelconque, R, i.e.

R™ <R(X; + X )ER(X1 + Xo) £R(X, + X)) <R,
ol la borne supérieure Rt peut excéder le cas comonotone, par exemple.

Dans le cas ou R désigne la Value-at-Risk pour un seuil g €]0, 1[, rappelons que

R(Xl -+ X2) = VaRq[Xl + XQ] — F§11+X2 (q) = inf{x = R|FX1+X2 (CIZ) Z q}.

Exemple40
Si X, ~E&(a)etY; ~E(B),

P(Xy > 21) = exp(—x1/a),P(Xy > x5) = exp(—x2/6)Vr1, 22 € RT.
Les inégalités
exp(—z/ max{a,a}) < Pr[Xi+ Xy > ] <exp(—(z —§)1/(a+5))
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sont alors valides pour tout z € R, quelle que soit la dépendance entre X; et X», ol

{ = (o + B)log(a + B) — aloga — Blog .

De plus, on a

—max{a, f}log(1 —q) < VaR,[X| + X5] <& — (a+ ) log(l —q)

pour tout niveau g € (0, 1).

Si a = (8 = 1, rappelons que sous hypotheése d’indépendance X; + X5 ~ G(2, 1) alors

que sous hypothése de comonotonie, X1 + Xo ~ £(2).
Exemple41

De maniere générale, quelles que soient les lois Fy et F5, 1l est possible (au moins

numériquement) de calculer les bornes inférieures et supérieures. La Figure

18

montre la

Value-at-Risk pour la somme de deux risques Gaussien, alors que la Figure

19

Value-at-Risk pour la somme de deux risques suivant des lois Gamma.

montre la

144



ArTHUR CHARPENTIER, JES 2010, COPULES

Bornes de la VaR d’un portefeuille Bornes de la VaR d’un portefeuille

I I I I I I I I
0.2 0.4 0.6 0.8 . 0.92 0.94 0.96 0.98

Somme de 2 risques Gaussiens Somme de 2 risques Gaussiens

FIGURE 18 — Value-at-Risk pour la somme de 2 variables gaussiennes AN (0, 1), avec
le cas indépendant en pointillé, et le cas comontone en trait plein. Les courbes en
bas et en haut étant les bornes inférieures et supérieures. Le graphique de droite

correspond & un agrandissement pour les quantiles excédant le niveau 90%.
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Bornes de la VaR d’un portefeuille Bornes de la VaR d’un portefeuille

I I I I
0.4 0.6 0.8 . 0.92 0.94 0.96 0.98

Somme de 2 risques Gamma Somme de 2 risques Gamma

FIGURE 19 — Value-at-Risk pour la somme de 2 variables gaussiennes G(3,1), avec
le cas indépendant en pointillé, et le cas comontone en trait plein. Les courbes en
bas et en haut étant les bornes inférieures et supérieures. Le graphique de droite

correspond & un agrandissement pour les quantiles excédant le niveau 90%.
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Dans un cadre général, et plus théorique, [58] étudiait les bornes possibles pour
la Value-at-Risk (ou plutot la loi jointe) de h(X;, X3) on h: R? — R et

(X1, X5) € F(F1, F3), introduisant le concept de convolutions supremal et infimal,
Fsup (FlaFQ) (Z) — Sup {C (Fl (3}1) 7F2 (xQ)) 7¢ (xlaxZ) — Z} (20>
Eing (F1, F2) (2) = Inf {C (F1 (21) , F2 (22)) , ¢ (21, 22) = 2} (21)

[65] a proposé des algorithmes numériques pour calculer ces bornes. Dans le cas
de la somme, I’'idée est de noter que la distribution des bornes correspond a la
distribution de Sy, and Spax, ou

P(Smax < s) =supmax{P(X; < z)+P(Xy; <s—z)—1,0}
z€R

P(Smin < s) = inlfémin{IP)(Xl <z)+P(Xy<s—ux),1}.
re

On obtient alors le résultat suivant
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Proposition15
Soit X = (X1, Xo) € F(F}, F») alors pour tout s € R,

To- (F1, F2)(s) < P(X1 + Xa < 8) < pe- (F1, F2)(s),

Tc(Fl,FQ)(S) — Sup {C(F1($1),FQ($2)),I‘1 + Iy = S}

I1,T2 ER

et si C(u1,uz) = uy + ug — Clug, us),

pc(Fy, Fy)(s) = ) i;leR{é(Fl(l'l),FQ(QZ‘Q)),ZL’l + x9 = S}.
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7 Inférence statistique

7.1 Meéthodes paramétriques

COHSidéI‘OﬂS un vecteur aléatoire X absolument COIltinU. telle ue la densité
9 ’
jOiIlte S’éCI‘ive
d

f(@1,--xa) = c(Fi(x1),- -, Fa(za))) - | | file)

1=1

ol ¢: [0,1]9 — RT est la densité de la copule associée & X, et ot f; est la densité
de la variable X;.

. o / \ / . 1 . . V4 .
La log-vraisemblance log £ associée a un échantillon X *,--- , X" i.i.d. s’écrit

logﬁn — ZlogC(Fl(xlf)v T 7Fd(5€§))) + Z Zlog fz(xf)

1=1 k=1

et peut se décomposer en deux termes : celui de gauche est associé a la structure
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de dépendance, et le second aux lois marginales. Notons que le second terme est
le seul qui apparait si ’on suppose que les composantes du vecteur X sont
indépendantes.

On supposera que la copule C' appartient a une famillee paramétrique

C ={Cy,0 € O} et que les lois marginales sont également dans des familles
paramétriques, F; € F;, = {F,,,a; € A;}.

Sous les conditions usuelles de régularités, ’estimateur du maximum de
vraisemblance (6, &), solution de

(6, &) = argmax{log £, (0, )}

est consistant et asymptotiquement (GGaussien, au sens ou

AN

vn ((9, &) — (9,a)) £ N(0,%)

—1
- y 0% log L,,
= — 11m
n— 00 8(0, 04)8(07 a)/ (6,x)
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7.2 Meéthodes semi-paramétriques

Ici, seule la copule est paramétrique, et I’on utilise les fonction de répartition

empiriques des lois marginales pour estimer le parametre de la copule. En

I’occurence,

AN

6 = argmin {Z log c(Fy (z%), -+, Fy(
k=1
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7.3 Méthodes nonparamétriques d’estimation de copule

[11] a proposé un survey sur I'estimation nonparamétrique de densités de copules,
en insistant sur ’estimation a noyau. Mais ’estimation a noyau étant biaisé
(multiplicativement) sur les bords, il peut étre intéressant de s’adapter pour
obtenir un estimateur sans biais partout sur [0, 1]¢. Par la suite, on se limitera au
cas d = 2 pour la simplicité de I'exposé. On suppose disposer d’observations
(U1,4,Uz.), i.i.d., distribuées suivant C, de densité c.

Une premiere piste est de transformer les variables, en considérant
(X414, Xo24) = (G HU1,4),G71(Usy)), ot G est une fonction strictement
croissante R — [0, 1], tel que le couple (X, Y) admette une densité. Pour tout

(x1,72) € R?, posons

n 1 r — X1, zo — X
=— > LK ).
fon ) nh? i=1 " < h ) ( h )

Or comm

f(x1,22) = g(x1)g(22)c[G(21), G(22)].
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on peut réécrire

F(G™ M (u1), G (u2))
g(GHu1))g(G~ 1 (u2))

c(uy, ug) = , pour (uy,us) € [0,1] x [0, 1], (23)

ce qui donne, en subsituant fdans 23|), on onbtient

R B 1 - G_l(ul) — G_l(ULZ‘) G_l(UQ)
C(Ul,'LLQ) T nh - g(G—l(ul)) . Q(G_l(fLLQ)) ;K ( h )
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Estimation of Frank copula

=

FIGURE 20 — Estimation d’une densité de copule de Frank, a partir de n = 250

simulation d’une copule de Frank, a ’aide d’une tranformation Gaussienne (G =

®), et un noyau Gaussien bivarié.
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Un autre estimateur classique est ’estimateur par noyau Beta de la densité de la

copule au point (u1,us), est obtenu a ’aide de produits de noyaux Beta,

n

1 — 1 —
— +1, u1+1).K(Yi,@+1, u2+1>,

b b b

1=1

ou K(-,a, ) est la densité de la loi Beta de parametres « et 3.
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Beta (independent) bivariate kernel , x=0.0, y=0.0 Beta (independent) bivariate kernel , x=0.2, y=0.0 ——— Beta (independent) bivariate kernel , x=0.5, y=0.0
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Estimation of the copula density (Beta kernel, b=0.1) Estimation of the copula density (Beta kernel, b=0.1)

N

NS

0.0

FIGURE 22 — Estimation de la densité de copule par noyaux Beta, b = 0.1 (simu-

lation suivant une copule de Frank).
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Estimation of the copula density (Beta kernel, b=0.05) Estimation of the copula density (Beta kernel, b=0.05)

AN
T

0.2

FIGURE 23 — Estimation de la densité de copule par noyaux Beta, b = 0.05
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Standard Gaussian kernel estimator, n=100 Standard Gaussian kernel estimator, n=1000 Standard Gaussian kernel estimator, n=10000

5 g g
£ £ €
® I k7]
[} (] (]
[0} (] (]
£ £ £
=z = =
o o o
2 2 2
@ 2 2
c c c
[ J) J )
a a a

T T T T T T T T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8 . . 0.2 0.4 0.6 0.8 . . 0.2 0.4 0.6 0.8

Estimation of the density on the diagonal Estimation of the density on the diagonal Estimation of the density on the diagonal

FIGURE 24 — Estimation de la densité sur la diagonale, par noyaux Gaussiens.
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Transformed kernel estimator (Gaussian), n=100 Transformed kernel estimator (Gaussian), n=1000 Transformed kernel estimator (Gaussian), n=10000

Density of the estimator
Density of the estimator
Density of the estimator

T T T T T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8 . . 0.2 0.4 0.6 0.8 . . 0.2 0.4 0.6 0.8

Estimation of the density on the diagonal Estimation of the density on the diagonal Estimation of the density on the diagonal

FIGURE 25 — Estimation de la densité sur la diagonale, transformation puis trans-

formation inverse.
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Beta kernel estimator, b=0.05, n=100 Beta kernel estimator, b=0.02, n=1000 Beta kernel estimator, b=0.005, n=10000

Density of the estimator
Density of the estimator
Density of the estimator

0.6 0.8

Estimation of the density on the diagonal Estimation of the density on the diagonal Estimation of the density on the diagonal

FIGURE 26 — Estimation de la densité sur la diagonale, par noyaux Beta.

Dans le cas Archimédien, nous avions noté dans la Remarque [10| qu’on pouvait

caractériser une copule Archimédienne a ’aide de la fonction de Kendall K.
L’estimateur nonparamétrique simple de cette fonction est

ki) -y 1z <
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1
Zz’ = 1 Z 1(X17j < Xl’i,Xz,j < Xz’i).

n—1"—"
JFi

L’estimateur du générateur associé est alors

gg(t) - </t S —d[%(s)> |
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7.4 Tests d’ajustement

Supposons que ’on cherche a tester C' € C, ou C est une famille de copules
(Phypothese alternative étant C' ¢ C. Dans le cas univarié, on pense au test
d’Anderson-Darling, ou a "approche graphique du QQ-plot. Mais en dimension
supérieure, c’est plus compliqué.

Si la famille C est une famille paramétrique, [25] ou [32] ont suggéré d’utiliser le
test de Cramér-von Mises, avec comme statistique

T=n / [é(u) - Cy(u
0,1)¢

AN

ou C(+) est la copule empirique, i.e.

n

> LU Sy, U < ug).

1=1

1
n+1

Une approche un peu plus simple est d’utiliser la fonction de Kendall
K(t) =P(C(U) <t). Si on suppose que cette fonction appartient a une famille
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paramétrique, alors la statistique précédante peut s’écrire

T—n /[0,1] R(1) — K5(0)] dE;0),

comme suggéré par [31].

Une autre idée peut étre de revenir a la transformation de [55]. Supposons que U
ait pour copule C, alors V' défini par

/

Vi=U;
Vo = Cy1 (U2|Uy)
V3 = C32,1(Usz|Uz, Uy)

Vi=Cga-1,.. 21(Uq|Uq=1,--- ,Us,Uy)

\

est un vecteur dont la loi est C* (on utilise ici la méthode de simulation évoquée
dans la section 77, a I’envers). Il suffit alors de faire des tests d’indépendance.
Toutefois, il convient de faire plusieurs tests, en testant toutes les permutations
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possibles d’indices.

[10] a adapté le test présenté auparavant dans ce cas, a ’aide de la statistique de

Cramér-von Mises,

T=n /{Ow [é(v) _ CL(U)} "0 (w),

ou C' est ici la copule empirique associée a V.

Pour certaines familles de lois, il existe des tests spécifiques (en particulier des
tests de normalité multivariés peuvent étre utilisés pour tester I’ajustement d’une

copule Gaussienne).
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